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CALCULO Il -ENGENHARIAS - AULA 1

INTEGRACAO

Sabemos que , dada uma funcéo f(x) = 3x?, ao derivarmos f(x) obtemos f*(x) = 6x.
Digamos que temos °(x) =6x, podemos afirmar que f(x) = 3x? pois di (3x?) = 6x;
X

a este processo damos o nome de ANTIDERIVACAO, ou seja, 0 processo que determina a
funcdo original ( Primitiva ) a partir de sua derivada.
“ Vamos utilizar a notagdo F(X) como antiderivada de f(x) “.

OBS : Seja F(x) uma antiderivada de f(x), entdo F(x) + C também o €, onde C é uma Cons-
tante de Integracéo, por exemplo :

F(x) = x4 G(x)=x*+3, H(X) =x*-5 sdo antiderivadas de 4x® pois a derivada de cada

uma delas é 4x3.Logo, todas as antiderivadas de 4x® séo da forma x* + C.Dai 0 processo
de antiderivacdo nos dar uma familia de funcbes que se diferenciam pela constante.

NOTACOES :

O processo de antiderivacdo é a operacdo inversa da derivacdo e é também chamada de
INTEGRACAO e indicamos pelo simbolo I f (x)dx ( Integral Indefinida ), como tal indica

uma familia de antiderivadas de f(x), temos :

e Lembrando que F(x) é uma funcdo tal que F’(x) = f(x) e C uma constante arbitraria, I sim-
bolo de integral, dx diferencial, f(x) integrando.

Exemplos :

I2dx:2x+C J'3x2dx:x3+C 'f4tdt=2t2+C



Célculo de Antiderivadas ( Integrais )

° di[[ f (x)dx]: f (x) > A diferenciagéo é o inverso da integrac&o.
X

° j f'(x)dx = f(x)+C — A integracgdo é o inverso da diferenciagao.

Férmulas fundamentais de Integracdo

a) jkdx =kx +C com k : cte. ( Regra da Constante)
b) J'kf (x)dx = k.J' f(x)dx ( Regrado Multiplo constante )
c) _[[f (x)+g(x) pix = I f (x)dx + j g(x)dx ( Regra da Soma )

d) I[f (x)—g(x)px = _[ i (x)dx—Jg(x)dx ( Regra da Diferenca )

n+l

e) Ix”dx= :+1+C comn =-1 (Regra Simples da Poténcia )

Obs. : Ildx:lnx+C com x > 0.
X

Exemplos :

Acompanhe os passos basicos para uma “ boa “ integracao :

2
1) [3xdx=3[xdx=3[x"dx= 3[ j e ¢,

A \

X =x! Simplificando

2
2) J.X—lsdx:J'x*dx:i—erC =—§+C.



2x\/;
3

+C.

1 3
3) '[\/;dx:IXde: +C=§.X2+C=§.\/F+C=

l\)\oo|>,<\,‘w

OBS. : Para verificarmos se o resultado esta correto, basta deriva-lo e “tentar « obter o “Integrando*.

Exercicios :

Resolva as Integrais :

1) Ix5dx =
2) [(3s+4)*ds =

3) [V2pxdx =

4) J.sen xdx

5) jcos xdx

6) IXTJ;ldx

X} +5x> -4

8) O custo marginal da fabricacdo de x unidades de um produto tem como modelo a seguinte
equacéo (Z—C =32-0,04x ( Custo Marginal ). A producdo da primeira unidade custa
X

$ 50. Ache o Custo Total da producéo de 200 unidades.

x : dC 1
9) Ache a Funcéo Custo correspondente ao custo marginal — = +4 com custo de

dx  204/x
$ 750 parax=0.

10) Ache a equacéo da funcéo f(x) cujo grafico passa pelo ponto P (4, 2 ) e possui derivada
f(x) = 6/x —10.
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Regra Geral da Poténcia

n+l

Sabemos que a Regra Simples da Poténcia € dada por J'x“dx = : 1
_|_

+C comn #-1

usada quando a funcgéo é expressa como poténcia de X somente.

Vejamos outros tipos de funcdes :
Para calcular IZX(XZ +1)3 dx temos que encontra f(x) tal que (x) = 2x.(x?+ 1 )3, dai :

@ di (x2 +1)4]:4.(x2 +1)°.2x (Regrada Cadeia ).
y L
S
@ di (X Il) }:(x2+1)3.2x ( Dividir ambos os membros por 4).
X
2 4
o (¢ +1) +C :.|'2x(x2 +1)dx ( Integrando ).

Note 2x no integrando ele é exatamente (x>+1)’.

Fazendo x? + 1 = u, temos du = 2x dx, logo :

— 4

IZX.de= ju3du :uIﬂLC _

@ Daia Regra Geral da Poténcia para u funcéo diferenciavel de x ser ...




N dU un+1
J'u —dx =
dx n+1

+C ,comn =-1.

Exemplos :

@ Calcule as seguintes integrais indefinidas :

u=3x-1

n+l _1\5
a)IB-(3X—1)4dX—> SUT B e
du n+1 5
— =3 < du =3dx
dx
b)
U=X2+X o , , , , ,
[ (@x+12).0¢ +x)dx > U OO o X AOEX o
du n+1 2 2
— =2X+1< du=(2x+1)dx
dx
c)
1 u=x3-2 " , 2;
J.3X2.\/X3—2dx:j3xz_(x3_2)5dx_) u _(x -2)

. = :g. (X3 _2)3 +C
du n+1 3 3"
d—=3x2 < du3x?dx 5
X



d)

u=-2x>+1 o o 1)t .
J'szzdx:j(—4x)(1—2x2)’2dx—> P e o R Yy
(1—2x%) du n+1 -1 2x° -1
d—:—4x<:> du = —4xdx
X

Exercicios :

@ Calcule as seguintes integrais indefinidas :

1) I(l+2x)4.2dx
2) I\/5x2—4.10xdx

3) '[(x—l)“dx

J- x+1 X
(x? +2x-3)°

5) J'X;de
VX% —4x+3




Integracdo por Partes

Tomando como ponto de partida a Derivagdo pela Regra do Produto temos ...

° di(uv) =u'v+uv' ( Regra do Produto )
X

e uv= I[di (uv)} = J'u'vdx+juv'dx ( Integrando ambos os lados )
X

o U= I vu'dx + juv' dx  (Reescrevendo a expressio )

e uv= J.vdu + jvudv ( Escrevendo na forma diferencial )

Dai temos ...

J'udv: uv—jvdu

Integracéo por Partes com u e v fungdes diferenciaveis de x.
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A0 aplicarmos esta técnica devemos separar o integrando em duas partes, u e dv, levando em conta duas

1) A parte escolhida como dv deve ser facilmente integravel.

2) jvdu deve ser mais simples do que Iudv .

Exemplos / Exercicios :

1) Determine Ix.sen xdx .

Resolucgéo: a) u=senx; dv=xdx
Temos basicamente trés “ saidas “: { b)) u=x.senx ; dv =dx

Cc) u=x;dv=senxdx

2

e Na saida a obtemos du = cosx dx e v = X? = j dv = I xdx , logo temos :

2 2
X X . . :
sten xdx = 5 .Sen x —I—Z .cosxdx, anova integral que é mais complicada do que a

original.

du = senx + x.cosxdx
e Em b temos : logo, jxsen xdx = x.sen x —Ix(sen X+ XCcos x)dx .

V= I dv=I dx =X
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Tentemos pois a “ saida ““ c ...

du = 1dx
eEmc: | )

IXSGI’] XdX = —X.COSX—G—J.COSXdX =—-Xcosk+senx+C .

V:I dv:I senx dX = -COSX,

Lembrando ... judv:uv—jvdu

2) ldem para Ixzexdx.

u=x2 — du = 2xdx
Resolucéo:
dv=eXdx — v=¢X

*

Portanto: /

'[udv = uv—'[vdu =N Ixzexdx =x%e* —JeX.Zde = x%e* - ZI xe*dx—x’e" — 28" (x-)+Ce

SN Ixzexdx:ex(x2—2x+2)+c

u=x — du=dx
Ixexdx Dai ...Ixexdx = x.e" —J'exdx =xe*—e*=e"(x-1)+C
dv=eXdx —» v=¢*




3) Idem para J.senz xdx .

4) Idem para J.x3 In xdx .

5) Idem para jx3e2de .

12
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Integrais Trigonométricas

m Comecemos com uma pequena tabela de Integrais Trigonométricas ...

° jcosudu =senu+C ° jcossec u.cot gudu = —cossecu +C

o jsenudu =—cosu+C o jtgudu =Insecu+C =—Injcosu|+C

o J'sec2 udu=tgu+C o jcot gudu = Injsenu|+C

o J'sec utgudu =secu +C o Isec udu = In[secu +tgu|+ C

° J'cossecz udu =—-cotgu+C ° Icossec udu = In|cossecu —cot gu| +C

m Recordando algumas das principais Identidades Trigonométricas ...

e sen®x+cos’ x=1 ® Senx.cosy = %[sen(x— y)+sen(x+y)]
o sec? x =1+1g°x . senx.seny:%[cos(x—y)—cos(x+ y)l
e Cossec’ x =1+cotg’x ® COSX.COSY = %[cos(x —y)+cos(x+y)]
2 1 2 X
e sen x=§(1—c052x) e 1-Cosx =2sen >
2 1 2 X
e COs x:§(1+coszx) ® l+cosx=2cos’ 2

l+senx=1+ cos(

P

1
® SENX.COSX = Esen 2X

(SIS
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Exemplos / Exercicios :

@ Achar as integrais indefinidas :

1) IZcosxdx:ZIcosxdx =| 2senx+C

u=x
2) ijzsenx3dx—> .'.'[senudu=—cosu+C =| —cosx®+C
au_ 3x* < du =3x°dx
dx
L 1 1 1
3) Isen 2xdx — j—sen 2x.2dx = —J'sen 2x.2dx :—Isen udu=-=cosu+C <
2 2 2 2
du = 2dx
1
= _[seandx=—§c052x+C
u=x 1 1 1 1
4) '[xcosxzdx - jgcosxz.Zde = chos x.2xdx :chosudu =5 senu +C &
du = 2xdx

= _[xcos x2dx =%sen x?+C

5) _[xsen x*dx 8) Ithxdx



6) th“xdx

7) _[ sec 3xtg3xdx

9) [sec?Xdx
) | .

sec? 2x
tg2x

10)j

dx

15




16
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Substituicdes Trigonomeétricas

Vamos estudar agora integrais que apresentem as formas va’ —b’u’, +a’+bZu? e

Vb?u?-a?.
Podemos expressa-las sem o s radicais, utilizando a chamada Substituicdo

Trigonométrica
conforme a tabela :

Caso Radical Substit. Transformada T_(igonlometfja n0|
Trigonométrica Triangulo Retangulo
' a’—b2u’ u=%.sen9 a1-sen’ g = a.cos@ tgg=%
I va’ +b®u? u :%_tgg a4/1+tg’0 = a.seco COSQZ%
I b?.u®-a? u:%.sece a~sec’ 0 -1=atgd Sengz%

Demonstraremos o desenvolvimento do radical va® —b?.u® , os demais casos s&o analogos

2 2
a® —b?u? =\/a2 —bz(%senej =\/a2 “b2.2 sen29 = a? —a’sen?d =\/a2.(1—sen2 0) =

b2

—a+l-sen?@ =aycos26 = | a.cosd

Obs. : Repare que a variavel final € 6. A expressdo correspondente, na variavel original, é

obtida usando-se um triangulo retangulo.




Exemplos :

a’=4<a=2.
b?=1<b=1.
1 u!=x><su=x

, dx
1) Achara integral Ixz [4 1 x2 ~ u =%.tg6’ =%tg¢9 S Uu=x=21tg0 = x* = 419°0.

dx = 2.sec® &4é.

V4 +x? =a.secd = 2.sech.

J- dx _'[ 2sec’ 0 jsece J-
x2+/4 + x2 (4t929).(23ec9) 47 tg%0 “ 4 (sen?o 47 cos@ sen’ 0
cos’ @
1 cosé 1 u=senéd
== d@ ==|cosO.(senf)*do —
4jsen20 4~[ (sen6) {du =cosedé
241 -1
. 1_|.(Sen9)*2.coséblt9=£J'u’2du =1. 4 =3.“—=—1.3=—i+c =
4 4 4°-2+1 4°-1 4'u 4
N +C
4.sen@
e Devemos agora voltar a variavel original “ X “ ...
4+ x?
Como x=2tg€<:>tg€=5:>gz5 logo X
2 C 2
\ 6

(1j
2
cosd _ 1y 1 cos ede—

17
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, 1 1 1 1 1 1 HI HI A+ X2
Dai , — = = = = _4{C=- +C,
4send 4send 4 CO 4 CO 4CO 4x
HI
dx VA +x?
Portanto =— +C
X2 A4+ X2 4x
2)

Achar a integral _[ dx —

1
x%?4/16 — x*
a’=16<a=4. '
b?=1<b=1.
u?=x><u=x
u =%.sen¢9 :%sene Su=x=4sen6 = x> =16.sen’ 6.
dx = 4.coséd .

V16— x* =a.cosd = 4.cosé.

J- dx _J- 4cosd dg_j' 1
%216 —x2 ° (16sen?6).(4cosd) 16sen’ @

do :ijcossec2 0= —icotg¢9+C .
16 16

(13

e Voltando para a varidvel original “ X

Como x:4sen9<:>sen9:5:£:5 logo X
4 HI 4




Dai , —icotge__iiz_i_iz_i_%:_iJrC:_ 16 — x? iC
16 16'tg¢ 16'CO  16'CO  16.CO 16x
CA
Portanto , I o 156_)()(2 +C
x* 16— x°
3)
a’=4sa=2
b’ =1<b=1.
. X I (U’ =x*<u=x
Achara integral J.«/x2_4dx ” u:%.sew:%sece@u=x:2.sec¢9:>x2:4.sec29.

dx = 2.secotgadé.

Vx® -4 =atgh = 21gé.

2 2 *
J.ngx = I (4sec” 0).(2.secO1g0) do =4Isec3 ale = 4J‘sec(9.sec2 Ao <
Vx* -4 2196

* Por Partes Iudv=uv—jvdu

u=secd — du =sechtgadd
dv =sec’ @ - v =tgéd

. .[sece.seczéda N {




Portanto

_fsec*" 4o =secH.tgb — Itge.sec Otgado
jsec*" &l =sec gl — jsec 01g°o

Isec3 4O =secHtgl — jsec@.(secz 0 -1dé
Isec3 Ao =secH1gl — Isec3 do + IsecHd@
Isecs Ao + jsec3 6O =secHtgl + jsec 0do
ZJ‘sec3 o =sec€.tg€+jsec49d9

ZJ.sec3 &6 =sec 0196 + Injsec & +tgd|+ C

Iseca o :%.sece.tgé? +%.In|sec¢9 +196| +C

*

Voltando para <> 4_|'sec3 Ao = 4.(%.sec6?.tg0 + % Injsecd + tgH|] +C &

& 4Isec3 &6 = 2.secH.tgf + 2.Injsec & +tgo| + C .

(13

e Voltando para a varidvel original “ X

Como x:25ec¢9<:>sec¢9:5<:>izﬁ<:>cosezg@C =
2 cos@d 2 X |

IJ>
< | N

Logo temos ...

20



N 6

Dai ,

Ver inicio do exercicio :

Vx? -4 =21tg96

N

|

N\

21

® Achar as derivadas :

1) J;dx

V4+x°

2) [4 L0

2_ 2_ [ 2_
2.sec¢9.tg€+2.In|sec¢9+tg€|:2%. X2 L YL L 422 ;( 4
2 2 2
Portanto |, j X d 4+2.I X+VX 4+C
x> —4
Exercicios :




22
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Areas e Integral Definida

Podemos determinar a area de regides simples como poligonos e circulos usando formulas
geométricas conhecidas.

E para as demais regiGes, como podemos calcular ???

A saida € utilizarmos o conceito de Integral Definida, que nada mais é do que a area da
regido delimitada pelo grafico de f, pelo eixo X e pelas retas X = a e X = b onde a notacao € :

b o ) _ )
A:J' f (x)dx a = Limite inferior de integracéo.

, com
b = Limite superior de integrag&o.
Veja o gréfico . . .
y
A
~
y =f(x)
4
A ! >
a b

Exemplo :

Calcule a area da figura formada sob a curva da funcdo f(x) = 3x no intervalox € [0, 3].

Resolucdo :

_ basealtura 3.9 27

A=135u.a
2 2 2

3
A=IBxdx

0

v
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A
X
3
Neste exemplo,.ndo utilizamos o conceito de integral, pois a area era um triangulo, portanto
B.h
A =—.
2

Veja o desenvolvimento a seguir . . .

y =f(x)

A “

Regido sob o gréfico de f .

VVamos tentar preencher esta area com retangulos ...

y =f(x)
A
1
1
1
L 1
1
* Apesar do gréafico ndo demonstrar,
(devido a problemas técnicos ) todos 0s
retdngulos tocam a curva f(x) em um
ou dois pontos. E nunca a ultrapassam.
0 DT T Y S SRR Xn X
AX
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Temos um poligono ndo regular, que “quase” preenche a area A, formado por retangulos
de base Ax e altura f(xi), portanto Aretanguto = f(Xi). AX .

Note que quanto menor Ax, maior o numero de retangulos ( n ) e mais proximo da area
sob a curva vai estar a area do poligono, logo quando Ax — 0, temos N — oo € Apolig. — A..

Dai, vamos expandir o conceito de Integral Definida para ...

b n
A:_a[f(x)dx:AllTO; f (x,).AX

Ou seja, a area sob a curva é a somatoria das &reas dos retdngulos de area f(xi). Ax, quando
AX — 0 e n (n°deretangulos ) — 0.

Teorema Fundamental do Célculo

Seja f uma funcédo continuaem [ a, b ] e A(x) a &rea compreendida entre a e X, temos :

y =f(x)

v




Temos : f(x) = A’(x) ( Def. pelo limite) --- f(x) é derivada da integral A(x) .

A(X) = F(x) + C ( Def. de Integral ).
F’(x) = f(x) ( Derivada da Integral ) .
A(@) =0, portanto0=F(a) + C < C=-F(a) .

Dai, A(x) =F(X) + C < A(X) =F(x)-F(a) .

Logo A(b) = F(b) — F(a) , portanto temos ...

A(b) = T f (x)dx = F(b) - F(a)

Teorema Fundamental do Calculo

Notacdo mais comum ...

Tf(x)dx: F()| = E(b)- F(a)

Com F aintegral dg f(x) .

26

Propriedades das Integrais Definidas

1) _Tk.f(x)dx:k._Tf(x)dx ; k:cte..

2) j[f(x)ig(x)]dx:j f(x)dxijg(x)dx.

3) if(x)dx:j‘f(x)dxjtif(x)dx ;a<c<b.



4) ja.f(x)dx:O.

5) j.f(x)dx:—j f (x)dx

27




Calculo de area usando o Teorema Fundamental do Célculo

Exemplos / Exercicios :

1) Calcule a &reasobacurvay =x? nointervalo[2,3].

Resolucéo :
y
A /y_XZ
A . 3 33 3 3
- A A=.[x2dx=x— .2 28
ol 2 3 > 32 3 3 3 3
2) ldem para f(x) = 2x, nointervalo [0, 1] .
Resolucéo :
! 1
A:_[Zxdx=x2 =1°-0°=1-0<= | A=1ua
0 0
1 —2X |1 2.1 -2.0 -2 0 -2
3) Jerax=-S =8 - & &L C 1 2g ey
0 2 o 2 2 2 2 2 2 2




4)
I(Gx —5)dx—J‘6x dx+j 5dx = 6jx2dx J'de 6?3

-2

-2

=6.(9+%)—(15+10):54+16—25:70—25= 45

5)j————ux_

6)

(1+sen2x)>.cos2xdx =

O e | N

7)IZt +t\/_ ‘.

1

dx =

T
:‘[ Sen X.Cos X

2 2
5 \/cos2 X —sen? x

x* para 0<x<1

x° para 1<x<?2

9) 'sz(x)dx onde f(x)={

-t<x<0

senx para O<x<m

10) If(x)dx onde f(x)-{

—5x

3

-2

_ 6{

(O

3

(-2)°

3

29

}—53—5L4ﬂ=
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|| CALCULO 11l -ENGENHARIAS — AULA 6 ||

Aplicacoes da Integral Definida

Ja vimos que a integral definida pode ser considerada como a aérea sob a curva de f(x) num
intervalo[a, b].

VVamos ver agora outras aplicacoes . . .

e Areas entre curvas (ou area de uma regido delimitada por dois gréficos )

Tomemos duas curvas y = f(X) e y = g(x) onde A € a area delimitada pelas curvas entre as
retasx =aex=b,comfeg continuasem[a,b]e f(x) > g(x), vejaafigura...

Analogamente ao que ja estudamos, temos A = |im Z[f (x;) —9(x )]Ax ,quandon — o .
AX—0 =1

Logo temos ...

A= [[f(x)-g(bx




Exemplos :

1) Ache a éarea delimitada pelos graficos de f(x) = x> +2eg(x)=x para 0 < x < 1.

Resolucdo :
f(x
, ™
A
/ 9(x)
A

0 .
> X
1

A= _j[[f(x)—g(x)}jX=i[(x2 +2)—x}1|x:i[x2 +2—x}jx=[§—x—;+2xJ;=%—%+2:
_2-3+12 | 511
6 6

2) ldemparaf(x)=e*eg(x)=e*em [0,1].

Resolucdo :

f(x)

o<

A / g(x)
> X
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=X

1_ 1 0 -1 0y _
O—(e —e )+ —-e)=

b 1 1 1
1
A= ||f(X)—gX)dx=||(e* —e*Hdx=|e*dx—|edx=¢e"| +e
{[() g ()} ![( | J J )
2
:e—1+e'1—1:e+%-2 =N A:E_T2e+1 u.a

e Comprimento de Arco

Seja um arco AB, definimos o seu comprimento como o limite da soma dos comprimentos
das cordas consecutivas AP, + PP, + P,P;, +...+ P, ;B. Quando o numero de cordas ( n) tende
ao infinito, seu comprimento tende a zero, dai a somatdria tende ao comprimento do arco .

Veja o grafico ...

y“ Pn-1
q /'\ B(b,d)
P2 ’
P3
c A(a,c)
|- X
0 a b

Se A(a,c) e B(b,d)sdo dois pontos da curva F(x,y) = 0, o comprimento do arco AB é
dado por :

Variagdo em x ou Variagdo emy

Se A, dado por u = u1 e B, dado por u = uz, sdo pontos de uma curva definida pelas
equacdes paramétricas x = f(u) e y = g(u), o comprimento do arco AB é dado por :



Exemplos :

3
1) Ache o comprimento do arcodacurvay = x2 dex=0 a x=5.

Resolucdo :

Como temos a variagdo em X . . .

1 2 12
ﬂzéxz{@(ﬂj 13,2 29,
dx 2 dx 2 4




<| S =12,4074 u.c

3

2) Idem parax = 3y2 -1dey=0 a y=4.

Resolucdo :

Como temos a variacdoemy . ..

x 9 ' (ax) (9 i) a1
_:_y2c> ) — _y2 :_y
dy 2 dy 2 4

Dai ,
2 4 4 = U=1+%
s=[ ds=[.N1 (%] dy=j1/1+8ﬂdyzf( Bﬂj dy —
c y 0 4 0 81
dU_Zd

1 +8ﬂ2 3
AT P S L WAL (RN
19 81 3 |0 243" 4 )|0 243 4

3
]z _[1+81.O
4

34

f



8 3 3 8 |2
=%.[(1+81)2 —(1+0)2} & | Ss= e 822 -1l uc | < | S=244129uc

3) Idemparaacurvax=t>,y=t> de t=0a t=4.
Resolucdo :

e Como temos a curva definida parametricamente . . .

2 2
%:Zt—{%j = 4t° e ﬂzstz—{%j =ot*
dt dt dt dt

Dai ...

_ “lrdx ) (dy) . ¢ F ¢
S= IABdSZ!\/(Ej J{Ej dt =_([\/4t2+9t4dt:E[\/tz(4+9t2)dt:!t.\/4+9t2dt:

. . u=4+09t?
= [(4+9t*)2 tdt —> - temos ...
’ du =18tdt

35



3 |4
4 1 2y2 3 3 3
ij.(4+9t2)2.18tdt:i.% TR 2 _(4+9.0%)2 |=

187 18" 3 27
2

4
_ -1 la+047
0~ 27

w

3 3 3
{(4+144)2 2} 217(1482 42]@ S = 66,3888 u.c

36

e Area de uma superficie de Solido de Revolucio

- A Area de uma superficie gerada pela rotagio em torno do eixo Ox de uma curva regular
=f(x), entre os pontos x =a e X =b & expressa pela formula :

Sx—27zf ydS = ZﬁIy 1+(3yJ dx ou 27r.[y 1+[j§) dy

A Area de uma superficie gerada pela rotacio em torno do eixo Oy de uma curva regular
=1f(x), entre os pontos x =a e x=b & expressa pela formula :

; dy dx
Sy = 27Z'J.ABXdS=27[:’!:X. 1+(dxj dx ou 272'J‘X 1+(dyj dy
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x = f(u)
Obs. : Para as equacOes Paramétricas temos . . .
=9g(u)

- S6lido de Revolucédo : Obtem-se fazendo uma regido plana revolver em torno de uma
Reta ou eixo de revolucdo. ( Veja figura )*

* Eixo de Revolucao

Plana

l Eixo

de
v Revolugéo

C1D
-——




Exemplos :

1) Ache a &rea da superficie gerada pela revolugdo, em torno do eixo OXx, do arco da parabola
y>=12x,dex=0 ax=3.

Resolucdo :

(D

1° Modo :

b 2
Sx = ZHIAB ydS = ZﬂI Yy f1+ (%) dx — {

o V' =12X < y= 4/12x

JO_ 1 6 Jx_ 6243
\ dx  2412x J12x 12x 12x

dx X dx X x? dx

Qyzﬁ,_(y):(ﬂlsx@(d_yf 3



Dai . ..

3 3 3 3
Sx = 27Z'I Yo 1+ ;dx = 27zj.«/12x.1 /XTde = 27Z'J‘ . /12x.XT+3dx = 27[_[ 12.(x+3)dx =
0 0 0 0

3 3 3 3 1
= 27 [12x+360x = 27 |4(3x + 9)dx = 27 | 2+/3x+ 9dx = 47 [ (3x +9) 2 dx —
0 0 0 0

u=3x+9 4y % 4r (3 9%3 g 213
N nSx= - [(3x+9) 3dx =27 X9 BT oy g2
0 3 3 9 0
du = 3dx o 0
2
8r 3 3 8r 3 3
:? (33+9)2 —(3O+9)2:|:?|:182 —92:|C> Sx = 43,8822 7 u. a

2° Modo :

d d 2
Sx= 2z] yds=2z]y. /1+(d—;j dy — 1




dx 2y  dx _
° o —
dy 12 dy

c»l~<
TN
o_|o_
< | X
N—

N

|

oo|~<
(@)) N

. u=y*+36
=~ [(36+y?)?.ydy -
du=2y
17§ (36+y)g6 T 3l6
x= =2 [(36+y?) 2ydy="2 AT V| 7 (35, y2)2| =
23!( v?)' 2ydy = el 5 36+y)?|]
2

3 3 3 3
=%(36+62)2 (36+O)2} 9[722—362}: Sx ~ 43,8822 7 u.a

X =2c0séd -cos26
2) ldem para a cardidide para @ € [0, 7].
y =2send -sen26

40
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VOLUME DO SOLIDO DE REVOLUCAO ( Método do Disco )

Abaixo temos o esquema de como calcularemos o volume de um sélido de revolucgéo.

1) Sejaa fungdo f(x) geratriz, usamos o conceito, j& visto, de integral definida , ou seja,
aproximacéao por n retangulos .

f(xi)

2/ N

\ f(x)

v

2 ) Ao rotacionarmos cada retdngulo em torno eixo Ox , temos varios discos ( cilindros
circulares) com volume V = areada base x Altura = {=.[ f(xi) ]°’}. Ax onde
f(xi) = raio.

41
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Somando-se 0 volume de cada disco temos o valor aproximado do volume do solido de
revolugéo, ou seja, aproximacao por n discos.

3) Usando a logica dos infinitésimos ( Ax—> 0 com n— o ) temos o volume do
sélido estudado.

v

>

Logo, temos, 0 Volume do sélido de revolucéo, em torno do eixo O, da regido entre o
grafico de fe os eixos x € [ a, b ] como sendo :

Analogamente, ao rotacionarmos em torno do eixo Oy, temos 0 Volume do solido de
revolucdo,da regido entre o grafico de g e os eixos y € [ ¢, d ] como sendo :




Obs. :

Se a rotacdo se efetua ao redor de uma reta paralela a um dos eixos coordenados, temos :

43
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v

v, =7c.‘[[g(y)—M]2

METODO DA ARRUELA ( ou entre duas funcdes f(x) e g(x)

Usado quando possui um “ buraco “. A demonstragio ¢ analoga ao método do disco onde
f(X) e g(x) sdo os raios que delimitam o s6lido externa e internamente, dai :

V, = n.f {[r 0017~ [a(x)]* Jax

Rotacdo em torno do eixo Ox

v, = f {In)]- )]y

Rotacéo em torno do eixo Oy

Exemplos :

1) Determine volume do solido formado pela revolugdo em torno do eixo x, da regido delimitada
pelo gréfico de f(x) = -x? + x e pelo eixo x.

Resolucdo :



b x=0=>a=0
V, =n.j[f(x)]2dx ={-X*+X SX(Xx+1)=0=> ou
@ —-X+1=0=>x=1=b=1

V, =mx.

X

O Commy

[—x2 +x]2dx: n.j[x—xz]zdx = n.j‘ :xz - 2x3 +x4]dx =
0 0

1 ’ L 3 4 5
n.{szdx—z.j‘x3dx+jx4dx}=n. [X— —Z[X—) +[X_] —|=
3 4 5
0 0 0 I 0 0

2) ldem paray =x® limitada por y = 8 e x = 0, rotacdo em torno do eixo Oy .

Resolucdo :
y
y=x°
/ d
v, =nf[oy)] dy

P S ’
Ny y=10)=x & x=g(y) =3y
\_/ portanto ...

v

> WY o i
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= Vy =~19,20w u.v

3) Calcule o volume do sélido gerado pela revolucéo, em torno do eixo Ox , da regido
limitada pelos gréaficos das funcées f(x) = V25—-x* e g(x) = 3. ( Método da arruela )

Resolucdao :

A
v

e Célculodeaeb

f(X)=g(X) =3 =>125-X" =3¢ 25-x2=9 &> x?=25-9 & =16 &

Portanto ...
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[{[Fe0] 2= [000]? Jox = nj{[\/ZS—XZ:Z—[3]2}dX=

II
d
SD'—-.D‘

= . {25_x2—9}dx=n.i (16—X2)dX=713 (16) 44j|

LQ——.L

_n{[16(4) 16.(-4)]- {ﬁ_%}}—n{[(ﬂ +64]- _4 ?4}}

= n.(128— 128) = 7. 384;128 = . 226 o |l VvV, =8533nuv
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Exercicios :

1) Calcule a area da regido A.

' — w3
X' =yy
y o
1 d
A Use _[(x—x )dx
> X
“«— =1 _y4
-1
2) ldem para :
y
A
f(x) = 3x3 —x? — 10x
a
C > X

— g(X) = -x?+ 2x

Dica: Encontrea,bec

48
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3) Idem para:

2 Y

y=x2+2x+1
N V<_ y=x+1
A\/ .
-1

4 ) Encontre o comprimento da curvay =5x-2 ; -2 < x < 2.

v

3

5)Idemparax=y2 deP (0,0)até Q(8,4);y e [0,4].



X = 4sen’t
6) Idem para a hipocicloide ; t e [0,27].
y = 4cos°t

7) Calcular a area obtida com a revolugdo, em torno do eixo Ox do arco da parabola y?>=8x ;
1<x<12.

50



8) ldem para x = \/V ; 1 <y <4;rotagdo em Oy.

9) Idemparay=3/x ; 1 <y < 2; rotagio em Oy .

51
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10) Calcule o volume do corpo criado ao girarmos, ao redor do eixo Ox , da superficie com-
preendida entre as parabolas f(x) = x? e g(x) = N

11) Calcule o volume do sélido gerado pela revolucdo, em trono da reta y = 2, da regido li-
mitadapory=1-x?,x=-2,x=2ey=2.

Ay

7

v

12) Encontrar o volume do sélido gerado pela rotacdo, em torno do eixo Ox, da regido
limitada por [f(x)]> = 16x e g(x) = 4x .

13) Um tanque, na asa de um jato, tem como modelo, o sélido gerado pela revolugdo, em
. - . - 1 .
torno do eixo Ox, da regido delimitada pelo graficoy = g.xz.\/z —Xx e pelo eixo x,

X e y sdo dados em metros. Qual o volume do tanque ?

Obs. : Considere0 < x < 2.
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Respostas :
1)A=16ua
2)A=24u.a

3)A:1 u.a
6

4)S =20,40 u.c
5)S ~9,073 u.c
6)S=0u.c

7)Sx = 177,96 zu.a

8)Sy = 9,819 zu.a
9)Sy = 63,497 zu.a

10) Vx = 3—ﬂu.v
10

11) Vx = @U.V
15

12) Vx:%zu.v

13)V =0,0033 7 m® = 0,1047 m3 = 104,71 litros
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|| CALCULO 111 - ENGENHARIAS —AULA 8 ||

INTEGRAIS DUPLAS

Podemos estender a nocdo de integral definida para fung@es de duas, ou mais, variaveis.

Analogamente, a integral para uma variavel definia a area sob uma curva, as integrais de
fungdes de duas variaveis determinam volumes sob “ curvas “, mas podemos também calcular
areas usando a integral dupla.

Definicdo : Seja f uma funcdo de duas variaveis, continua e ndo-negativa numa regido
R € plano xy, entdo o volume do sélido compreendido entre a superficie

z = f(x,y) e aregido R é definido por :

V=1im 2. f (X yi)-AA

n—+oo k=1

~

N . Quantidade de sub-retangulos

Vejaafigura:
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Obs. : Caso f apresente tanto valores positivos quanto valores negativos em R, o limite
apresentado NAO REPRESENTA o volume entre R e a superficie acima do plano xy, mas sim
a diferenca de volumes entre elas, podemos entdo generalizar . . .

® Se f possui valores positivos e negativos em R,
entdo um valor positivo para a integral dupla de f
V= J’J’ f(x, y)dA em R significa_que ha mais volume acima d_o que
i abaixo de R . Um valor negativo indica
o0 contrério e zero indica volumes iguais acima

e abaixo de ‘R.

Propriedades :
| )_Uc.f(x,y)dA:c.Hf(x,y)dA.

1) L6 y) £ 906 1A= [[ £(x, y)dA+ [[g(x,y)dA.

I11) Se R é a unido de duas regides ndo-superpostas Rie R»

”f(x, y)dA:ﬂf(x, y)dAiﬂf(x, y)dA.

V') Se f(x,y) > 0 em toda R, entéo H f(x,y)dA>0.
R
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Calculando as integrais duplas para Regido R retanqular

b d
Adotando como Integrais Parciais _[f(x, y)dx e If(x, y)dy em relacdo a x e y

a c

respectivamente, integramos a primeira com y fixo e a segunda com x fixo, vejamos 0s

exemplos . ..

(1 1 2
x* |1 1
Ixyzdx: yzjxdx= yz[7 0" yz,Ezy_

0 0

1)<

1 1 y3 1
2dy =x|y?dy=x| - | =x.==
!w y !y y (3 073

\

O processo acima é chamado Integracdo Iterada ( ou repetida ), usaremos tal processo
para calcular as integrais duplas, dai . . .

f (X, y)dxdy = ]"_i f (X, y)dx

La

Q.
<

I ——y
D ey T

Integrais lteradas

f(x,y)dydx = [| [ £(x,y)dy

c

o

X

D ey T
O e O




2) I.j[(1+ 8xy)dydx = IE[(l+ 8xy)dy}dx = _I.Hy + 8xy—22j

ﬂdx - ﬂ(y + 4xy2mdx -

= JS'[(Z +4x.4)—(1+4x)px = J'[Z +16x —1—4xpx = j‘(12x +1dx = (6x? +X)

0

3_
=

=(6.32+3)=54+3= |57

3) ﬁ(l+ 8xy)dxdy =

Coincidéncia ? Veja o teorema abaixo :

@ Seja R 0 Retangulo definido pelas desigualdades
a<x<b, c<y<d;sef(xy) for continua nessq
retangulo, entao :

j j f(x,y)dA= j j f(x, y)dxdy = j j f (x, y)dydx

R c

@ Aplicacdo do teorema :

Calcule ”yzdi noretangulo M ={(xy):-3<x<2, 0<y<1}.
R
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Resolucdo :

[fyxda= [[yondydx= ] [yoay - { J (y2x>dx}dy=—§ .

R -30 0

4) Use a integral dupla para achar o volume do sélido limitado acima pelo plano
z=4—-x-y e abaixo pelo retangulo R =[0,1] X[0,2].

Resolucdo :

V= IRI(4—X— y)dA = ﬁ@—x— y)dxdy=m(4—x— y)dx}dy - EKM_%_X@

fe-3p-[3op(-%)

0

1
dy =
o

2 2
=L2—2—:7—2<:> V=5uyv
0o 2 2
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Exercicios :

1) Calcule as integrais iteradas :

b) Inflrf(e“y)dydx c) ﬁ(Zx +6x7y)dydx

-11

a) j'j'(x + 3)dydx

2) Calcule as integrais duplas na regido retangular R .

a) .|.'|.4xy3dA; R={(Xxy):-1<x<1 -2<y<2}.
R

b) Hx.\/l—xsz; R={(xy):0<x<1 2<y<3}.

3) O volume sob o plano z =2x +y e acima do retdngulo R ={(x,y):3<x<5 1<y<2}
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Calculando as integrais duplas para Regido R nao — retanqular

Sejam as regides R 1e R no plano xy onde R € ndo — retangular .

y X = ha(y)
A
t Y= gax) d \
Y = 02(X
/\_/
R X = ha(y) R
SN e y=qi(¥)
> c N \
0 a b X >
0
Regido R1 Regido R 2
AZ
z = f(x,y)
>y




Temos :

Teorema

1) Se R é uma regido do tipo R1naqual f(x,y) é continua, entdo :

b 9,(x)

j j f(x,y)dA= j j f (x, y)dydx

a g1(x)

2) Se R é uma regido do tipo R2naqual f(x,y) é continua, entdo :

d hy(y)

j j f(x,y)dA= j j f (x, y)dxdy

¢ hy(y)

61

Exemplos :
3y? 3|y 5[ y?
1) Calcule J.j 2ycosx)dxdy:j I(Zycosx)dx dy:J' (2ysenx) z dy =
17z 1| = 1 6
6 6 -

3 3
= I{(Zyseyz) (Zysen ﬂdy I(Zyseny —2y— dy=j(—y+2ysen y2)dy =
1

1

3 3 ) y23
=—|yd 2ysen d:——
jyy+!y y*dy (2)1

1

2 2
{3 %J —(cos3? —cos1?) =

2

= _2 +1—cos9+coslz -4 —co0s9+cosl= |-3,987




62

s 1
du = 2y dy _[sen y22ydy = (—cosy?)
1
3

2 ) Calcule nydAnaregiéoentreyzg,y:& ,X=2ex=4.
R

Resolugéo :
X
y A y = E
/ Obs. : Este desenho refere-se
somente ao plano xy .
R \ y= \/;
o 2 I x
b 92(X)
@ Considerando R do tipo R 1 temos . ”f(x y)dA = I J.f(x y)dydx.
a g1(x)

@ Portanto . . . _[ _[ XydA =j.f (xy)dydx _J' f (xy)dy |dx = J.:[(x.ng \g]dx =
o i 2

28 2!
-2



_64_256 8 16 11_r7oo

6 32 6 32 6
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3) Calcule H(Zx—yz)dA naregidoentrey=-x+1 ,y=x+1 ey=3.
R

Resolugéo :

d hy(y)

@ Considerando R do tipo R 2 temos . j j f(x,y)dA= j j f (x, y)dxdy .

c h(y)
y=-x+1< x=-y+1 — hi(y)

Dai :
y=x+1< x=y-1 — ha(y)

Comoy=y<<-X+l=x+1l<-X—x=1-1< -2Xx=0«< x=0e y=1.

@ Portanto . jj(zx y2)dA = j j (2x — y?)dxdy = j{ j(zx y )dx}

—-y+1 —-y+1

—yy_+1 de i j{[(y ~1F = (y -2y |- a- v - @- vy foy -

3

= I|:(X2 -
1
3

= [y -2y+1-y ey -2y yr -yt ey oy -
1

= [y2-2y+1-y +y? -1+ 2y —y2 +y2 -y fdy I( 2y° +2y)dy = 2[( y* +y2)dy =

- C—



-22,67
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4) Calcule o volume do sélido limitado pelo cilindro x? + y>=4 e osplanosy +z=4¢e

z=0.

Resolucéo :

<<

........
s .
ol
ol

v

X2+y2:4

Temos :

@ xX’+y =4 oy= +4-x> > +/4-x* =0 x=-2 e X=2
@y+tz=4 < z=4-y (plano superior)
@ z=0 = Plano xy ( plano inferior)



Portanto . . .
2 Ja-x? 2 2 2
_ y 4—x
V=||(4-y)dA= (4—y)dydx = (4y——] dx =
fa-son={. Sty o2 ] %

= I -

-2

[4F(—M2 J_{zl.(_m)_(_)iﬂzxz }dx

|

-2

2 2 2 2
(4\/4—x2 _AFX + 44— x? +4+2X ]dx: .[8\/4—x2dx:8._[\/4—x2dx
-2 -2

2
e Voltando para a aula n°5 temos, pelocaso I . ..

a’=4sa=2

b’=1<b=1.

, u>=x*<su=x

8.J'\/4—x2dx —<u =%.sen«9:%sen0 & U=X=2.5end.
’ dx = 2.cos&d .

V4 —x* =a.cosé = 2.cos0.

Intervalo: [-2,2] =[0,2x].

2 2 2
2
8..[\/4— x2dx = sjzcosede = 8.2jcos9d0 =16(sen 9)‘ ,
—2 -2 -2 -

13

e Voltando para a varidvel original ““ X

65
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2
Comox=23en¢9<:>sen9:5:>2:§ logo X
2 HI 2
N\ O
4 — x?
zr?
o 2
Dai , 16send =16.5° ~16.X Z(8x)
HI 2 0

2 2
Portanto 8‘[\/4— x*dx = (8x) =82r <| V=167 uv
-2

**

Mudanca de diferencial

Exercicios :

1) Use a integral dupla para calcular o volume do sélido limitado pelo cilindro x2 + y2=9
eosplanosz=0ez=3-X.
2 ) Calcule o volume do sélido ( Tetraedro ) abaixo :

**

IX+2y+47=12 <> 7= ——X——+3
4 2 6 /

v
<

v
X




** Basta fazer z =0 em 3x + 2y + 4z =12, portanto y = —gx +6.

3) Faca o exercicio 1 sem efetuar a mudanca de diferencial .

4) Faca o exemplo 4 sem efetuar a mudanca de diferencial .

67
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|| CALCULO 111 - ENGENHARIAS — AULA 10 ||

Integral Tripla

Podemos relacionar as integrais simples com fun¢Ges de uma varidvel, as duplas com
funcGes de duas variaveis, portanto, quando temos uma Integral Tripla, esta esta relacionada a
uma funcdo de trés variaveis [ f(x,y,z) ].

A definigdo segue a linha das anteriores e a figura sera uma caixa dividida em “subcaixas”
por meio de planos paralelos tomando-se as caixas que estejam totalmente em G ( sélido
estudado ) e novamente , quando o nimero de subcaixas tende ao infinito com o ponto arbitrario (

X, YerZy ), € 0 volume AV de cada caixa tendendo a zero.

n
Dai, pela soma de Riemann »_ f(x;, Ve, z:)AVk , temos :
k=1

jjjf(x, y,2)dV = n'lnﬂwzn: f (XY, 25)AV,
G k=1

Veja a figura :

ZA f Volume A Vi

= . \ / Z ( Xer Vi Zi )
R HE | 1]

Regido G




69

Propriedades das Integrais triplas

I ) m.k.f(x, y,z)dV = kJ.” f(x,y,z)dV, k:constante.

1) JJllt ey =9t y.9Bv = [[[(f .y, 2BV £ [[[(g(x y. 2BV

1) Ao dividirmos G em sub-regides G1 e G2

e JIf f oy av = [[f £y, 2dv + [[] £(x v, 2)av

G G, G,

Calculando Integrais Triplas em Caixas Retangulares

Analogamente as integrais duplas, usaremos Integracfes Sucessivas.

Pelo teorema :

@ Seja G a caixa retangular definida pelas desigualdadesa < x < b; c<y<d,m<z<n.
Se f for continua na regido G, temos :

.mf(x’ y, )V = _T_d[ f (x,y, z)dzdydx




Exemplos :

1) Calcule a integral tripla m.12xy223dv , Na caixa retangular § 0
G

Resolugéo :

I!I(leyzzs)dV = iii(leyzf)dzdydx = ﬁ(Bxyzz“) (Z)dydx = JZ‘JB‘(Bxy2 2%)

-10

2 . 3 2 . 2 X2 2
= | (16x dx = | (16x3°)dx = | (432x)dx =| 432.— =432/ 2——
jl (16xy°)| j (L6x3°) j (432x) ( A [

3

-1<x<2

-10

1

<y<3 .
0<z<2

_a3 3
2

-10

648
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2 23 ,
0dydx = H (48xy“)dydx =

2) Calcule a integral tripla m'xyzzdv ,onde G = {(x,y,2):0<x<1-1<y<20<z<3}.
G

Resolucéo :

[[[oyz2)av = [ [ [ (xyz?)dzdydx= [ | (xyz_;)‘édydxz [Toy

0

_Zldx = .l[B x.(22 —~ (—1)2)}dx = j'B x.(4 —1)}dx = HZ_; x}dx - 2_27)(7

12
)dydx = [ [ (9xy)dydx =
0-1

2

1
0
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Calculando Integrais Triplas em Caixas Ndo — Retangulares

Analisando a figura . . .

Temos o seguinte teorema :

Seja G o sélido xy simples com superficie superior z = gz2(X,y) e superficie inferior
gi(x,y) e seja R a projecédo de G no plano xy. Se f(x,y) for continua em G entéo :

I1T ¢y, v = nf‘f?(x, , 4

R L a:(x,y)
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Para R < plano xy

Obs.
( R < plano xz temos J.J.J'f(x, y, z)dV :” gZ(vazf)(x, y,z)dy dA
G R | 9:(x,2) ]
Para { _g i
R < plano yz temos .mf(x, y,z)dV :” gz(f’:‘)(x, y, z)dx [dA
N G R | a:(y.2) i
Exemplos :

1) Seja G a cunha do primeiro octante secionada do sélido cilindrico y? + z2 < 1 pelos planos y
=xex=0. Calcule m‘zdv .
G

Resolucdo :

Temosy2+72=1 < 22=1-y2 & z=+.1-y* > z =,1-y?

Porgdo acima do plano xy

(1,1)

Yy=X < X=y
> X
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Portanto . . .

(frccsom - [

i[5

g2(x,y)
j f(x,y,2)dz [dA =

g1 (x,y)

ol

0

1 L CL1E(y oyt
E(y—yyz)iy—gg(y y?’)iy—zﬂz 4J

0

O Ly

1
8

Calculando volumes usando Integral Tripla

Quando f(x y,z) = 1 temos a garantia de uma figura tridimensional , lo

V= jijdv

” dv =|im ZAVk representa o volume de G e indicamos

n—+w k=1

Exemplos :

1) Use a integral tripla para calcular o volume do sélido contido no cilindro x? + y? = 9 entre 0s
planosz=1ex+z=5.

Resolucéo :

»
>

X+z=5 <& z2=5-X

\_/ P q e
3
B AN 05 g
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v

X R:x2+y?2=9 -3

Portanto,com ‘R < planoxy...

3 9-y? 5-x 3 y9-y? 5_x 3 49—y 3 9y
[ [ [dady=| [ z . dxdy =[ [(5—x-Ddxdy=] [(4-x)dxdy=
-3_Joy? 1 -3_Jo-y? -3_Jo—y -3_Jo_y

T

— 9_y

=

L

1
N |-

| RN e Y A e N

Subst. Trigon.

2 ) Idem para o célculo do tetraedro T limitado pelos planos x +2y +z=2,x=2y,x=0e z=
0.

Resolugéo :
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\
X=2y T z=-X—-2y+2

y
R 1 Paraz =0, temos :
y X
A X+2y=2 &Sy=-—+1
1 y 2
1, —.,0
( > )
X
R
05 T >
X . X
0 1
X=2y & —i
y y 2
Portanto,com ‘R < planoxy...
1_§+l 2y+2 1 §+ —X—2V+2
vz fffav=] [ foaayax=] [ @ " Cayax-
T 0 x 0 0 x
2 2
1’%*1 —1+1
:J. I( X — 2y+2)dydx_j( Xy —y? +2y) 2 dx =
0 X —

)
N

1
O Ly

11
O ey

2 2 2 2 1 2 2
Xt oxr2e 2 k= [ e x o x 12 fix=
2 4 2 2

1
O ey




= j.(xz —2x+1)dx=(

3
X
ZxP+x
3

k

:E_lz
3

+1:l—1+1:
3

u.v
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|| CALCULO 111 - ENGENHARIAS - AULA 11 ||

Exercicios de Integracao Tripla :

1) Calcule o volume do sélido compreendido entre os paraboldides z =5x?+
5y? e

Z=6-7x%- y2 . [Dica: Facaz =2z , ache avariagdo em y (funcdo) e iguale a zero e ache a variagdo em x (
valores) ]

x2In z

JX‘ ‘!(x.ey)iydzdx.

2) Calcule

P C— 0

3 ) Calcule ijxyzdv, onde G é o solido do primeiro octante limitado pelo cilindro
G

parabdlicoz=2-x?eosplanosz=0,y=xey=0.

v
X

4 ) Calcule o volume do tetraedro limitado pelos planos coordenados e pelo plano 2x + 3y + 6z
=12.
A Z

v
X
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