a®

oengenhdrid.
MECAnica

Material Didatico do Curso de
Engenharia Mecanica da UniEVANGELICA

Disciplina: Calculo 11

Docente(s): Carlos Eduardo Fernandes
Claudia Gomes de Oliveira Santos
Ricardo Wobeto

Volume 01, 2018

UniEVANGELICA

CENTROUNIVERSITARIO



Centro Universitario de Anapolis - UniEVANGELICA

Associacdo Educativa Evangélica
Conselho de Adiministracao

Presitente — Ernei de oliveira Pina

1° Vice-Presidente — Cicilio Alves de Moraes

2° Vice-Presidente — Ivan Gongalves da Rocha

1° Secretério — Geraldo Henrique Ferreira Espindola
2° Secretario — Francisco Barbosa de Alencar
1° Tesoureiro — Augusto César da Rocha Ventura

2° Tesoureiro — Djalma Maciel Lima

Centro Universitario de Anépolis
Chanceler — Ernei de Oliveira Pina
Reitor — Carlos Hassel Mendes da Silva
Pro-Reitor Académico - Cristiane Martins Rodrigues Bernardes

Pro-Reitor de Pds-Graduacdo, Pesquisa, Extensdo e Acdo Comunitaria - Sandro Dutra e
Silva

Coordenadora da Pesquisa e Inovacédo - Bruno Junior Neves

Coordenador de Extensdo e Acdo Comunitaria - Fabio Fernandes Rodrigues

Equipe Editorial
Diretor - Hélio de Souza Queiroz
Coordenador de Pesquisa — Rosemberg Fortes Nunes Rodrigues
Coordenador Pedagogico - Wilson de Paula e Silva
Coordenador de Planejamento e Inovagéo - Ricardo Wobeto
Coordenador de Laboratdrios e de Atividades de Extensédo - Sérgio Mateus Brandéo

Coordenador de Estagio Supervisionado - Marcio José Dias



|| CALCULO Il - ENGENHARIAS - AULA 1 ||

DERIVACAO IMPLICITA

FUNCOES IMPLICITAS E EXPLICITAS

Até agora, estudamos fungdes que envolvem duas variaveis que se apresentam
de forma explicita: y = f(x), isto é, uma das variaveis € fornecida de forma direta
(explicita ) em termos da outra.

y=4x-5
Por exemplo: {s = -25t2 - 18t

u = 9w — 35w?
Nelas dizemos que vy, s, e u séo funcdes de x, t e w, EXPLICITAMENTE.
Muitas funcdes, porém, apresentam-se na forma implicta, veja o exemplo abaixo:

e Ache a derivada % da funcéo xy = 1.
X

-

—y : Derivada de y em
X
relacdo a x.

RESOLUCAOQO: Nesta equacdo, y esta definida IMPLICITAMENTE como uma
funcdo de x. Podemos obter, portanto, a equacdo em relagdo a y e dai diferencia-la.

e xy = 1 (Forma implicita)
1 x x

e y = — (Escrever a relacdo y em funcgéo de x)
X

e y = x~! (Escrever sob nova forma)

o % =-x~2 (Derivar em relagdo a x)
X
° dy _. iz ( Simplificar)
dx X

Este processo sé € possivel quando podemos explicitar facilmente a fungdo dada, o
que nao ocorre, por exemplo, com y* + 3xy + 2Iny = 0.

Para tanto, podemos utilizar um método chamado DERIVACAO ( OU
DIFERENCIACAO ) IMPLICITA, que nos permite derivar uma funcdo sem a
necessidade de explicité-la.




DERIVACAO IMPLICITA

Esta derivacdo € feita em relacdo a x. Resolvendo normalmente as derivadas que
envolvam apenas x. Quando derivamos termos que envolvem y, aplicaremos a Regra
da Cadeia, uma vez que y € uma funcao de Xx.

Exemplos:
1) 2x +y3

Resolucdo :

Sendo y uma funcdo de x, devemos aplicar a regra da cadeia para diferenciar em
relacdo a x, dai :

S @xry) =S @0+ () 23y Y
2) x+3y

Resolucdo : %(x+3y) :%H%(gy) - 1+3%
3) xy?

Resolucao : i(xyz) =1y’ + x.i(yz) =|y® +2xy—=
dx dx dx

4) 4x2 +9y2 = 36

Resolucdo :

ﬂ_—8x d_y_—4x

d d dy
—(4x* +9y? =36) ©8x+—(9y?) =0 =18 e —2=— —
dx( y ) dx( v yd dx 18y dx 9y

X

5) x*+y*+x2+y2+x+y=1
6) x2y°=y+3

7) x2+y?=1

8) x2+5y3-x=5

9) x®-y3-4xy=0



10) x2y + 3xy3 -3 =X
11) x2+4y2=4

12) y3+y2-5y—-x2=-4
13) x-l =
X

14) x3y3 -y =X

1 1

15) X2 +y2 =9

16) tgy =xy

17) e¥=x+y

18) acos’(x+y)=b

19) xy—Iny=2
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DERIVADA DE UMA FUNGAO NA FORMA PARAMETRICA

Funcdo na forma paramétrica

X = X(t)
Sejam (1) duas fungdes da mesma variavel t,comt e [a,b]; a
y=y(®

cada valor de t, temos x e y definidos.

Caso as funcbes x = x(t) e y = y(t) sejam continuas, quando t varia de a, b; o
ponto P ( x(t), y(t) ) decreve uma curva no plano, onde t é o parametro.

y

A

y(t) /P

N ~_/

Exemplo :

pod

(t)

Suponhamos a fungdo x = x(t) inversivel, temos t = t(x) a inversa de x = x(t) e
podemos escrever y = y[t(x)] e y define-se como funcdo de x na FORMA
PARAMETRICA.

Eliminamos t de (1) e obtemos y =y(x) na FORMA ANALITICA usual.

Exemplos :

t em funcéo de x
X=2t+1 >

a)
y=4t+3

Aplicando tem y, temos : y=4.[l.(x—1)} +3 <o y=2x-2+3 ly=2x+1
2



X = a.cost Equagdo da Circunferéncia
b) ;te[0;27] com centro (0, 0)
y = a.sent eraio a

Elevando-se ambas as as equagdes ao quadrado e somando, temos :

X2 +y2=2a2Ccos?t +a%sen?t <> x2+y2=a? cost+sen’t) <> x2+y2=a2.1 <>|xe+y2= a2

» Nota-se que a equacio acima NAO E UMA FUNCAO y(x) na forma paramétrica
( x = a.cost ndo é inversivel em [ 0, 2] ). Dai vamos obter uma ou mais funcdes do
tipo y = y(x) na forma paramétrica ao restringirmos o dominio.

Logo, temos :
X = a.cost X = a.cost
; te[0; 7] Oou s te[n;2n]
y = a.sent y = a.sent
y

<

LN 0

0

-
\d

_Ja?_x?

[ E




Derivada de uma funcdo na forma paramétrica

Seja y uma funcgdo de x definida pelas equagdes paramétricas :

X= X(t) 4 A formula que perrmite calcular a derivada
; te [a; b] temos Q\[ = _ﬂ!) dy sem conhecer explicitamente y como
y =Yy(t) dx x’(t) dx
funcdo de x.
Exemplos :
1) Calcule % da funcéo y(x) definida na, forma parameétrica, pelas equacoes :
X
X=2t+1 x=3t-1
a) B b) Coe2
y=4t+3 y =9t" -6t
Resolucdo :
a)g _y® _ @3y 4,
dx  x'(t) (2t+1) 2
1 2 [
b) ﬂ _ y(t): (9t —6t) _ 18t—6: @_E —| 6t_2| &
dx  x'(t) (3t-1) 3 3 3

OBS : Note,no item b, que a resposta estd em funcéo de t, caso quisermos a derivada

% em funcdo de x, devemos determinar t = t(x) e substituir em %, dai temos :
X

(x+1)

Xx=33t-1< x+1=3t ot= ; substituindo t em & , obtemos a seguinte

expresséo6.[¥}-2 =2(x+1)-2=2x+2-2,portanto | — =2x]| .




= 4cos’t
2) ldem para {X cos ;0

IN

~+

IN
NN

y =4sen’t

Resolucdo :

dy _ y'(t) (4sen’t) _ 123en7t.cbs\t sent dy
.~ = 3 - == = |5 =" tg(t)
dx  x'(t) (4cos’t) —12003\Kt.s/ef{t cost dx

OBS : Temos que tomar muita aten¢do quanto aos intervalos de validade das respostas
obtidas. Note que x’(t) deve ser diferente de zero, pois esta operando como
denominador da expressdo acima, portanto concluimos que para fazermos as

simplificagOes indicadas, temos que considerart #0et # % poissen0=0¢e cos%: 0,

. T . ~ p
note que apesar de t pertencer ao intervalo 0 <t < > efetivamente estdo excluidos os

valores de t ja mencionados.

EXERCICIOS :

. d . N - (oo
@ Calcular a derivada y’ = d—y das seguintes funcdes definidas na forma paramétrica.
X

@ Para quais valores de t a derivada y’ esta definida ?

X =12 X = Cc0os%t

1) te]0 +oo] 4) ;te]-%;O[
y=t1 y = sendt
X = 3cost X = C0S2t

2) tel[z:27] 5) ;te[O;%]
y = 4sent y = sen2t
x=2t-1 X = 8cosdt

3) T -0 <t<+ w® 6) ; te[0; 7]

y=t+5 y = 8sendt
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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Introducéo :

Consideremos os seguintes enunciados :

1) O volume V de um cilindro é dado por |V = 7z r?h |, onde r : raio e h : altura.

2) A equacdo de estado de um gés é dada por |P = nvi , onde temos :
P : Presséo
V : Volume

n: Massa gasosa em moles
r : Constante molar do gas
T : Temperatura

Numa breve anélise destes enunciados, verificamos que as funcdes envolvidas
requerem o uso de duas ou mais varidveis independentes.

1) TemosV : Vq,n= zrh
Em

2) Temos P:Pn T v)= nvi ( Lembrar que r é constante )

Graficamente :

R R
A A
\Y/ \
h .. P
|- T |-
" R " R
n .
@ Par ordenado ( r, h ) no plano
R2=RxR. R/

@ Terna ordenada (n, T, V) em
RE=RxRxR
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OBS. : O estudo das fungdes de trés, ou mais, variaveis difere pouco do estudo de
funcBes de duas variaveis, logo, vamos trabalhar mais com estas, salientando as
diferencas.

Funcdo de varias variaveis

Definicdo : Seja A um conjunto do espaco n-dimensional ( A <R"), isto é, os
elementos de A séo n-uplas ordenadas ( X1, X2, X3, ..., Xn ) de numeros reais, se a cada
ponto P do conjunto A associamos um Unico elemento z € R, temos a funcédo a qual
esta definidacomof: A cR" - R.A < R"

Essa funcéo é chamada de Funcdo de n variaveis reais e denotamos : z = f(P) ou
z="1 (X, X2, X3, ..., Xn ).

O conjunto A é denominado Dominio da funcdo z = f(P). As notacBes sdo, em
geral, do tipo :

o f(x,y)=x2+Xy

Duas variaveis
of(x,y)=¢e"
o f(x,y,z)=x+2y—3z (Trésvariaveis)

Para efetuar calculos temos, por exemplo :

o f(2,3) paraf(x,y) = 2x2-y2 <2.(2)*-(3)? = -

e f(0,-1,4) paraf(x,y,z) = e¥(y+z) <e’(-1+4)=3

GRAFICOS

Uma funcdo de duas varidveis pode ser representada graficamente como uma
superficie no espaco, fazendo-se z = f ( x, y ). Ao fazer o grafico de uma funcéo de x e
y, tenha em mente que, embora o gréfico seja tridimensional, o dominio da funcgéo é
bidimensional — consiste nos pontos do plano xy para os quais a funcéo ¢é definida.

Exemplos :
1) Determine o dominio e a imagem da funcgdo f (x,y ) = /64 — x> — y? .
Resolucéo:

64—x? -y’ >0 x2+y?<64..D, ={(x,y)e R2:x2+y2£64}

Temos pois : x2+y? < 82 (circulo) logo, Im, ={zeR:0<z<8}ouIms=[0;8].
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[Sonogop |

X
Graéfico A 7 4
da 8

x 8 L g
fungdo. HEMISFERIO SUPERIOR Grdfico

2 ) Determine o Dominio para g( X, y, z ) = 16 —x? —y? —z? , e eshoce o grafico do

dominio.
Resolucéo:
16—x*—y?—7° 20 x> +y* +2° <16

D(z) = {(x y,2)e R® | x* +y? +2° £16}

Grafico do Dominio :

@ Nota-se que o gréafico da funcéo
seria  quadridimensional, ndo
podendo, portanto, ser esbocado.

Xy
2_ 2

X" -y
Resolucéo : x+y>0ex-y>0 (A)

3) Idem para w =



X2-y2>0 < (x+y)xX-y)>0 < ou

X+y<0ex-y<0 (B)

Logo : | D(wW) ={(x,y)e R? | (x+y)(x—y)> 0}

Gréfico do Dominio : Lo YEX e Y=EX

( -. (A)

. . 5 '
4 ) Ache o dominio da fungdo w = e R.
X, 4+ Xy + X5 + X, + X

Resolucdo :

Para w pertencente a R temos X1 + X2 + X3 + X4 + X5 #0, 10go :

Dw={(X1,X2,X3,Xa,Xs5) eR®| X1+ X2+ X3+ Xa+ X5 =0 }.

<
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Exercicios :

1) Determine o dominio das seguintes funcdes :

a)z=xy
)y w = x2+y12+z2
c)z= 21 -

X -y
d)z= y2X+1

e) z =4x*+y*-1
fyz=In(4-yx>+y?)



< | =<

g)z=ce¢e
1+X

h =

)Y 1+7z

1) w = 1
Jo-x*—y? -7’

i)z =i | VY -X
VX2 +y? 4+ X

14
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DERIVADAS PARCIAIS

As aplicacdes das funcbGes de varias varidveis procuram determinar como
variaces de uma das variaveis afetam os valores das fungdes. Por exemplo, um
economista que deseja determinar o efeito de um aumento de impostos na economia
pode fazer seus célculos utilizando diferentes taxas de imposto, mantendo constantes
outras variaveis, como desemprego, etc.

Analogamente, determinamos a taxa de variacdo de uma funcdo f em relacédo a
uma de suas variaveis independentes, que nada mais € que achar a derivada de f em
relacdo a uma de suas variaveis independentes.

Este processo chama-se DERIVADA PARCIAL.

Uma fungdo de varias variaveis tem tantas “ parciais “ quantas sdo suas variaveis
independentes.

FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

Derivadas parciais

Se z = f(x,y), entdo derivadas parciais de primeira ordem de f em relacdo a x e

y
sdo funcbes a e @ definidas como segue :
ox oy

of _oz_ o Fix+axy)-f(xy)

- = i y constante
OX OX M&=0 AX

o o

i 00y AY) = f(x,Y)

X constante

Efetivamente, ao derivarmos
parcialmente uma funcéo, deriva-se em
relagdo a uma variavel, considerando-

se as demais, constantes !!!



Exemplos :

1) Calcule a e a para a fungdo z = 3x — x2y? + 2x3y.
ox oy

Resolucdo :

@ a = 3-2Xy? + 6x2y
OX

@Q =-2x2y+ 2x3

16

2) ldem parag(x,y) = yx° +y* -2

Resolucéo :

O] 9. 7} G S
X 2x*+y*-2 X2 +yi=2
0 1

y
—Zy:—
N 2 xt4+yr-2 X2 +yi-2

3) ldemparaz=sen (2x+y)

Resolucéo :
oz

@a— = Ccos(2x+y).2 = 2.cos(2x+vYy)
X
0z

@5 =cos(2x+y).1 =cos(2x+y)




4) Idem para f(x,y) = 2x2y + 3xy2 - 4x

Resolucdo :

@q = 4xy +3y?-4
OX

@q = 2X2 + 6xy
oy

17

2Xy
—— (X, y)=(0,0
3% 1 5y (x,y) = (0,0)
5) Idem para f(x,y) =
0; (x,y) =(0,0)
Resolucéo :
PARA (x,y) #(0,0)
( of
@ R
OX
(2y).(3x* +5y%) — (2xy).(6x) _ 6x*y+10y® —12x%y
(3x® +5y?%)? (3x® +5y?%)?
\ g of
oy
(2x).(3x* +5y%) — (2xy).(10y) _ 6x° +10xy* —20xy*
(3x? +5y?)? (3x? +5y?)?

PARA (x,y)=(0,0)

X (3x? +5y?)?

of  —10xy” +6x°

oy (3x? +5y?)?

of  —6x’y+10y°
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- 2x.0 B
OX ' x—0 X x—0 X
0
2.0y~ 0
2
a ! (00) = lim OO0 _ 30" +5" =,
k y—0 y y—0 y
Resumindo :
M- (x,y) = (0,0)
of (3x? +5y%)> © ’
& =
0; (%) =(0,0)
~10xy? +6x°
— — (x,y)=(0,0
. (3 +5y7)? (x,y) = (0,0)
5 =
0; (x,y)=(0,0)
NOTACOES :

@ Derivadas parciais de primeira ordem :

0z 0

o f.(x,y)= z,= &[f(x,)’)]
Seja z=f(x,y) :

%: fLooy)= 2, = %{f(x,w]

@ Os valores das derivadas parciais de primeira ordem no ponto (a, b)




OX
0z

an= fx(@h)

@n = fy(a,b)

19
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DERIVADAS PARCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

712 (z)
ox?  ox\ ox

Derivada parcial de 22 ordem em relacdo a x

G_ZZZE[QJ
o oy\oy

Derivada parcial de 22 ordem em relacéo a y

0z _ofa 0z _i(@]
oxoy  ox\ oy oyox oy \ ox

Derivadas parciais de 22 ordem mistas

0’z 0’z
OXoy  OyoX

&QBS. : Quando a funcéo z = f(x,y) € continua, entdo
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Exemplo :

Determine as derivadas parciais de 22 ordem de z = In (x2 + y?).

Resolugéo :

0%z 2x T 2.(X*+y?)—2x2x  2xZ +2y° —4x®  —2x° +2y?
¢ 5= i 2 222 = 2 282 =72 272
OX X“+y (X“+y%) (X“+vy9) (X“+y°)

R o’z * 2y ;*>2.(x2 +y?)—2y.2y  2x*+2y*—4y?  2x*-2y?

D) = —
ay2 X2+y2 (X2+y2)2 (X2+y2)2 (X2+y2)2
’z1 _ofa ;y> 2y 30.(x2+y2)—2y.2x_ —4xy
oxoy  ox\ oy x> +y? (x? +y?)? (x? +y?)?
0°1 :g[@j:; 2X ;io.(x2 +y?)-2x2y = —4xy
oyox oy \ ox x* +y? (x? +y?)? (x? +y?)?

Exercicios :

Calcule as derivadas parciais de 22 ordem das fungdes abaixo :
1) z=¢e*cosy

2Xy

2) z= Xy

3) z=arctg (x2+y2)

3xy

4) z=
X+ 2y
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APLICAGOES DAS DERIVADAS PARCIAIS

1) Regra de Laplace ( Laplaciano)

Seja z = f(x,y) uma funcdo de duas variaveis e

o o

2 62

OX
segunda ordem, chamamos de LAPLACIANO, a seguinte expresséo :

suas “parciais” de

Nestes casos, dizemos que z e w ( Respectivamente ) satisfazem a Regra ( ou

Equacéo ) de Laplace.

Exemplos :

e Verifique se as fungdes dadas satisfazem a Regra ( ou Equacéo ) de Laplace.

a) w=x2-2y? +z2

Resolucéo :
2 * *k
0 LV ox=2
2 * ok
© g?:_4y:_4
2 * *x
© =212

ZZ

'

SA

w —

o*w  o*w  o*w

ox?

ayZ

0z

> =2-4+2=0

Logo w satisfaz a Laplace.



b ) Idem para z = eX.seny
Resolucéo :

2, x

Hok

© 8—2:>ex.sen y+e*.0=e*.seny=e*.seny+e*.0=e*.seny
X

2, =

Hk

© F:O.sen y+e*.cosy =e*.cosy=0.cosy—e*.seny =—e*.seny
0’z 0%z

LA, :y+$:ex.5eny—ex.seny:0; logo z satisfaz a Laplace

Exercicio :

o Idem paraw = /x* + y* + z°

Resolugéo :

23
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2 ) Diferencial Total ( ou Derivada Total )

Seja z = f(x,y) uma funcdo de duas variaveis e % a as “ parciais “ de z =
X

f(x,y), chamamos de Diferencial ( ou Derivada ) Total a seguinte expressao :

A, :Q.Ax +Q.A ou E:Q%+@ﬂ

OX oy '’ dt  ox dt oy dt

Analogamente, para w = f(x,y,z) temos :
AW=@.AX+8—W.AY+@.AZ ou = —t——+—.

OX oy 0z ox dt oy dt oz
Exemplos :

e Calcule a expressao do Diferencial Total de :

1) z=3x%y +In (x3y?3)

Resolucéo :
3
O] % = bxy + i;(ys =b6xy + 3
y X
2,,2
0 ey 3V g0, 3
X"y y

%: 6xy+E %+ 32 42 dy
dt y ) dt y ) dt
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2Xy

2) ldem paraz =
) p X2 _3y2

Resolugéo :

0z _ 2y.(x* —3y*)—2xy.2x _ 2x°y —6y° —4x%y _ —-6y° —2x%y

@ ax (XZ _3y2)2 (XZ _3y2)2 (X2 _3y2)2

0z _ 2x.(x* —3y%)—2xy.(-6y)  2x° —6xy? +12xy*  2x° +6xy’

ey (X2 —3y%)? (C-3y2)? (< _3y?)

dz | —-6y®—2x? |dx | 2x®+6xy® |dy
e R Al el Iy e el e
dt (X2 _3y2) dt (X2 _3y2) dt

Exercicios :

1 ) Idem paraz = X3.@3% + 4y?
2 ) Idem paraz = 3X2y-sen ( 2% + 3y)

3) Idem para z = sec ( X2 + 2xy3)
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3) Vetor Gradiente

Seja z = f(x,y) uma funcdo de duas variaveis e Z—Z % as ““ parciais “ de z =
X

f(xy).
Seja Po (Xo, Yo), um ponto do plana e az‘

_P’
XU

0z .
—‘PD as derivadas calculadas no

ponto Po, chamamos de Vetor Gradiente ao seguinte vetor :

O Vetor Gradiente aponta para onde
z = f(x,y) tem maior velocidade.




Exemplos :

e Determine o vetor gradiente das fungdes abaixo no ponto Po .

1) z=In(x2+y2)emPo (0,1).

Resolugéo :
@Q_ 2X :g 20 _9_0
x  x2+y? x| 02412 1
@@_ 2y o) 21 2
oy xX2+y? oyl 02+12 1

T
2)z:x.senyemPo(l,E).
Resolucéo :
@gzl.seny+x.0:seny:>@ —senZ =1
OX x[%} 2

0z 0z
O] 5 = 0.seny + X.COSY = X.COSYy = —

Exercicios :

1) Idem paraz =3.x2y3.e>YemPo (1,-1).

27

V0, =(0,2)

v,
(

1‘1]
2

=(1,0)




2) ldemparaz =

X’y
2
x> +y

3

emPo(-1,1).

28
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|| CALCULO Il — ENGENHARIAS — AULA 7 ||

DERIVADA DIRECIONAL ( Inclinagéo )

Se z = f(x,y) é uma funcdo diferencidvel de x e y com u = uii + uzj um vetor
unitario, entdo a derivada direcional de f na direcédo de u é denotada por :

(1)

IR
Seja o vetor gradiente V., =~ temos que a derivada direcional ¢ a direcéo

assumida pelo vetor gradiente quando “aplicado” no vetor unitario u, logo, para

. S o oz. o7 .
calcularmos a derivada direcional temos o vetor decomposto em V., :ﬁ_l +—je
X

oy

combinado com a equacdo (1) chegamos em :

Produto
Escalar

Exemplos :
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1) Ache a derivada direcional de f(x,y) = 3x2y no ponto (1, 2 ) na dire¢do a = 3i + 4j.

Resolucdo :

Como a ndo é vetor unitario, temos que normaliza-lo, dai :

OU:ia:i: 3i+4] _ 3i+4] _ 3i N 4] <:>u:§i+ﬂj
lal ™ & \faZ+a? V3+42 25 425 5 5
Logo

oz, . oz . . . . .2 o
Vi :&‘(1,2)”5‘(1,2) j =6xy‘ w2 +3x2‘(l’2) j=(6.1.2)i+(3.1) j < Vi, =12i+3]

Portanto : Duz :ezp u = (12i+3j).(§i+ﬂjj:12.§+3.£:§+gc> 8
5 5 5 5 5 5 5

2) Ache a derivada direcional de f(x,y) = x32 no ponto ( -1, 2 ) na dire¢do a = 4i - 3j.
Resolucéo :
Como a ndo é vetor unitério, temos que normaliza-lo, dai :

1 a  4i-3j 4i-3j 4 3j 4. 3.
.U—H.a = =—i—=]j

-9 - = = ou=
lal JaZ+a? J42+(-3)? 25 25 5 5

Logo :

0z .0z . . . . .2 .
VZ(,Lz) = &‘ (_1Y2)| +5‘ (-1,2) J = 3X2y2‘(_1,2)| + 2X3y‘ (-1.2) J = 3(—1)2 (2)2| + 2(—1)321 = VZ(71.2) =12i —4J

Portanto : Duz :Gzp.u = (12i—4j).(ﬂi—§j}=12.£+4.§:4—8+£:@<:> Duz =
5 5 5 5 5 5 5

12

Exercicios :

1) Ache a derivada direcional de f(x,y) =e*¥, P(4,0) e u= _gi +%j ,
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2) Idem paraz = x2- 5xy + 3y2, P (3,-1)e U:%(HJ’)-

3) Idem para f(x,y) = \/9x* —4y* -1, P(3,-2) e a=i+5j.

4) ldem paraf(x,y):xcoszy,P(Z,%),a:<5,1>.

5) Idem para f(x,y) = arctg %,P(4, -4),a=2i-3j.

6 ) Idem para f(x,y) =4x3?, P (2,1),a=3i-4j.

JACOBIANO
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Estudando futuramente, no Calculo 1V, as integrais multiplas, verificamos
que um dos tépicos abordados é a chamada mudanca de variaveis, onde é tratado
um_conceito_muito _importante _denominado JACOBIANO. Néao faremos sua
demonstracdo agora, porém, mostraremos 0 JACOBIANO como sendo mais uma
aplicacdo das derivadas parciais estudadas em Calculo 11 .

Sendo a mudanca de variavel, mencionada anteriormente, dada pela transformacéo
T do plano uv no plano xy : Twv) = (X,Y).

Resultamos, sem maiores demonstracdes, no produto vetorial :

i J k| |ox oy oX OX
_|ox oy ou aul, _lou ov
ruxjrv=|— = 0|= k = k
B RETRT x |y ¥
%Qoavav ou ov
oV oV

Onde rue rv sdo vetores tangentes a uma superficie S pertencente ao plano uv.

Chamamos pois de JACOBIANO da transformacdo T com x = f(u,v) ey =
g(u,v) a equacao :

¥
qul_ Xy X

| ouov oviau
ov

OBS.. Se T for uma transformacdo de espacos, temos o JACOBIANO

A%y,2) analogo ...

o(u,v,w)

Exemplos :

o(x,Y)

para 0s casos abaixo :
o(u,v)

@ Calcule os jacobianos

a) [ x=u+4v
y=3u-5v
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Resolucéo :

o JXY) _OX O X _p 5| (43)=-5-12=-17.
o(u,v) ou ov ov du

b) X=U+2Vv?
y=2u?-v
Resolucdo :
o Y X XN 1) (av.4u) = —1—16uv.
o(u,v) ou ov ov du

c) { X = senu + cosv
y

= -COosuU + senv cosseno
da
RESO|U§5.0 . difarenca

N

= (cosu.cosV) — (—senv.senu) = COSU.COSV +senu.senv = cos(u — V)

A 4
o(xy) _Ox oy X &
o(u,v) ou'ov ov éu

d) [ x=ve?
y= ueV
Resolucdo :

&
a(xy)
o(u,v)
XY XY [— 2ve ™ .(—uz.e’v)]— [e’2u .2u.e’V]: 2ve™ute —e . 2ue” =
ou ov oV ou
=2u°ve ™ —2ue™ " =2ue™ . (uv-1) = 2u.(uv -1).e *.

Exercicios :

o(x,Y)

@ Calcule os jacobianos
(u,v)

para 0s casos abaixo :



u
a) | x=——
u+v

_ v
y_—
u-v

2u
u+v
-2V
u?+v?

34
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|| CALCULO Il - ENGENHARIAS — AULA 8 ||

MAXIMOS E MINIMOS DE FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS

TEOREMA DO VALOR EXTREMO

Da mesma forma estudada no Calculo 11, vamos citar o Teorema do Valor Extremo para fungdes
de duas variaveis.

Seja f(x,y) uma funcéo continua em um conjunto fechado e limitado R, entdo f possui tanto

maximo quanto minimo absolutos em R .

EXTREMOS

No curso de Célculo 11 aprendemos a determinar MAXIMOS e minimos de fungdes de uma variavel.
Hoje vamos, utilizando técnicas analogas, comecar a aprender a determina-los a partir de fun¢es de DUAS
variaveis.

Analisando um grafico de uma funcéo f de duas variaveis, podemos notar pontos altos e baixos em suas
vizinhancgas imediatas. Tais pontos sdo chamados de maximos e minimos relativos de f, respectivamente.

O mais alto maximo dentro do dominio de f é chamado de maximo absoluto.

O mais profundo minimo dentro do dominio de f é chamado de minimo absoluto.

Vamos defini-los, portanto, da seguinte maneira :

eSeja a funcao f(x,y), dizemos que ela possui maximo relativo em um ponto P ( Xo, Yo ) se existe um circulo
centrado em P de modo que f(xoyo) = f(x,y) para todo ponto ( X, y ) do dominio de fno interior do circulo,

analogamente, ela possui um maximo absoluto emP se f(xoyo) = f(x,y) paratodos os pontos (X,y
) do dominio de f.

eSeja a funcdo f(x,y), dizemos que ela possui minimo relativo em um ponto P ( xo, Yo ) se existe um circulo
centrado em P de modo que f(xoyo) < f(x,y) para todo ponto ( x, y ) do dominio de fno interior do circulo,

analogamente, ela possui um minimo absoluto emP se f(xoyo) < f(x,y) paratodos os pontos (X,y
) do dominio de f.

Obs. : Complementando o que ja foi definido, se a fungdo possui maximo ou minimo relativo, dizemos
que ela possui extremo relativo no ponto, e se ela possui maximo ou minimo absoluto, diz-se que ela
possui extremo absoluto no ponto.

DETERMINACAO DOS EXTREMOS RELATIVOS

Para determinarmos os extremos relativos, verificamos que a fungdo f tem derivadas parciais de
primeira ordem continuas em ( xo, Yo ) e que f( o, Yo ) é extremo relativo de f, dai tem-se o plano
tangente ao grafico de z = f (X, y ) em (Xo, Yo, Zo ) paralelo ao plano xy com equagéo z = zo.
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Os pontos criticos de f sdo aqueles onde as “parciais” de primeira ordem sdo zero ou f ndo é
diferenciavel, dai temos a definicéo :

e Seja f uma funcdo de duas variaveis, o ponto ( Xo, yo ) € chamado de critico se

of of

=0e — = 0 ou se uma ou ambas derivadas parciais de primeira

& (Xo0.Yo) ay (Xo0.Yo)
ordem ndo existirem em ( Xo, Yo ).

Exemplo :
e Sejaf (x,y) =1+ x2+y2 comx2+y?2 < 4. Ache os extremos de f.
Resolucéo :

Temos x2 +y2 < 4 o disco fechado R de raio 2 e centro (0, 0 ) no plano xy.
Dai, pela dltima definicéo :

. . Unico
of
X (o) = 0 2x=0 /
< = < S (x,y)=(0,0),logo f(x,y) =f(0,0)0=1
of
5 (XOvyO):O Zy:O
\ \ Extremo
Relativo

Veja o grafico :

PONTO DE SELA
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of

& (Xo:yo): 5
porém, a funcdo ndo possui nem minimo nem maximo relativo no ponto, pois numa direcdo ele se
comporta como maximo e noutra como minimo.

Veja o grafico abaixo da funcdo z = y2 - x2 no ponto P (0, 0 ) temos f (0, 0 ) = 0 comportando-se
como maximo na dire¢do de x e como minimo na direcdo de y e note o formato do grafico que lembra
uma sela.

Um ponto P ( Xo, Yo, f(Xo,Yo) ) é chamado de Ponto de Sela se =0, mas

(X0,Y0)

TESTE DA SEGUNDA DERIVADA ( Para extremos relativos ou locais )

@ Seja f uma funcdo de duas variaveis dotada de derivadas parciais de segunda
ordem continuas em um circulo centrado em um ponto critico ( Xo,Yo ) , temos o
discriminante D ...

o2 f o2 f Y
(%0, YH). .

D= — —| —
(X0:Y0) 2 (Xg.Y0)
0:Yo 6y i 0
Se...
¢D>0c¢e o >0 entdo, f tem minimo relativo em ( Xo, yo) .
X
2
aD>0c¢e F <0 entdo, f tem maximo relativo em ( Xo, Yo ) .
X
¥ D <0 entdo, f tem ponto de sela em ( Xo, Yo ) .
& D =0 entdo, hada podemos concluir .
Exemplos :

1) Determine todos 0s pontos extremos e pontos de sela da funcgéo f(x,y) = 3x2 -2xy + y2 - 8y.
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Resolugao :

° i:6x—2y=0<:>x: )
OX

w <

o ﬂ:—2x+2y—8:0.
oy

e Substituindo x da primeira derivada na segunda ...

—2(%)+2y=8c>_sz+2y:8c>—2y+6y:24<:>4y:24<:> y=6.

e Substituindo y em x da primeira derivada ...
6 .
X= % S X= 5 < X =2, portanto temos P ( Xo, Yo) =P ( 2, 6) Unico Ponto Critico .

2 * ke
=6X-2y=6.

%
2 * ok
o — =-2X+2y-8=2.
2 *y **x
o ot :2 a —2X+2y-8=-2.
oxoy ox\ oy
o*f| % f o7t Y ,
D= 87 (zxe)'W (2,6) —(Mj ‘(2,6) =6.2—(—2) =12-4<D=8.
D=8>0
° Temos portanto Minimo Relativo .
o f
> =6>0
OX

e Logo f(2,6)=-24 entdo o ponto P’ (2, 6, -24) é Ponto de Minimo Relativo_de f.

2) Idemparaz = 4xy — x*—y*.

Resolugao :

3

. i:4y—4x3:0<:>y:x :
OX



39

o i:4x—4y3:0.
oy

e Substituindo y da primeira derivada na segunda ...

x=0
+4
4x—4(x3)3=0c>4x—4x9=0<:>x—x9=0<:>x.(1—x8)=0<:> ou
1-x*=0=
X=-1
oxt=lox=t1<1 ou
x=1
e ] ogo, temos, para ...
x=-1 x =0 x=1
y:x3 y:x3 y:X3
y=(-1)° y=(0)° y=(@1)°
y=-1 y=0 y=1
P (-1,-1)
Por tanto, temos o0s pontos criticos:¥ Q (0,0)
S (1,1)
2¢ = -
o0 I =4y -4x>=-12x°.
OX
2¢ = -
o — DAx—4y’=-12y%.
2 * *k
. of _ofad y4x—4y3:>4.
oxoy ox\oy
e Como temos mais do que um ponto critico, vamos montar uma tabela ...
EOI?t-O aXZ (%0.¥o) ayz (%0:¥0) 8X8y (%0.Yo) :aZZ azz B oz COL'US&O

(X0, Yo)
(-1,-1) 12<0 -12 4 12 (-12) - 42=128 >0




40

Maximo
Relativo

(0,0) 0 0 4 0.0.-4=-16<0 | ponto

de
Sela

(1,1) -12<0 -12 4 -12.(-12)-42=128>0
Maximo
Relativo

g
P’ (-1, -1, 2) Ponto de Mé&ximo Relativo .

e Aplicando os pontos criticos na fungdo f (X,y) temos : < Q’(0,0,0) Ponto de Sela.

S’ (1,1,2) Ponto de Maximo Relativo

NOTA

Vimos nos Exemplos 1 e 2 que ao determinarmos os pontos de maximo e minimo relativos
encontrdvamos um ponto P € R2. Na verdade o que ocorre € que para este P ( Xo, o) vamos associar um
ponto P’ (' Xo, Yo, T ( Xo, yo) ) onde f ( Xo, yo ) é 0 verdadeiro extremo maximo ou minimo.

Dai :

f(x,y) =3x2-2xy +y2-8y
@ No exemplo 1, temos :
Minimo Relativoem P (2,6)

Logo temos: f(Xo,yo)=f(2,6)=322-226+62-86=12-24+36-48 < f(2,6)=-24,
portanto temos um ponto no espago P’ (2, 6,-24) com z=f(xo, yo) = (2,6)=-24 ( MINIMO
RELATIVO).

Z =4xy-xt-y*

@ No exemplo 2, temos: [ M&ximo Relativoem P (-1,-1)
SelaemQ (0,0)
Maximo Relativoem P (1,1)

Logo :

@ Para P (-1,-1) temos z=4. (-1).(-1) - (-1)* - (-1)*=4-1-1 & z=2.
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P’ (-1,-1,2) é PONTO DE MAXIMO RELATIVO def.

@ Para Q(0,0) temos z=4.(0).(0) - (0)*-(0)*=0-0-0 <> z=0.
..Q°(0,0,0)é PONTO DE SELA.

@ Para S(1,1) temos z=4.(1).(1)-(1)*-(1)*=4-1-1 < z=2.
.8’ (1,1,2) ¢ PONTO DE MAXIMO RELATIVO de f.

EXERCICIOS :

Baseando-se nestas adaptag¢des, vamos fazer os exercicios seguintes . . .

1) Localize todos 0s maximos e minimos relativos e pontos de sela de :
a) f(xy)=(x=-2y+(y+1)>~
b) f(xy) =-x2-y?>-1.

c) f(x,y) =x+2y-5.

2) Idem paraf (x,y)=x2+y2—6x+ 4y + 13.

3) Idemparaf(x,y)=x2+2y?—x?.

EXERCICIOS EXTRAS : RESPOSTAS :

1) Idemparaf(x,y)=3x2+2xy +y?. P’(0,0,0) Pto. Min. Rel.

2) ldemparaf(x,y)=y?+xy+3y+2x+3. P’ (1,-2,1) Pto. De Sela

3) ldemparaf(x,y)=x2+Xxy+y?-3x. P’ (2,-1,-3) Pto. Min. Rel.

4) ldemparaf(x,y)=x2+y?+2xLyl P’ (-1,-1,4)eQ’ (1,1,4) Ptos.
Min. Rel.

5) Ildemparaf(x,y)=x2+y-ev. P’ (0,0,-1) Pto. Sela

6) ldemparaf(x,y)=eXseny. Nao existe Max. ou Min. Rel.

7) Idemparaf(x,y) = ety P’ (-1, 0, e) Pto. Méax. Rel.
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|| CALCULO Il - ENGENHARIAS — AULA 9 ||

DETERMINAGAO DOS EXTREMOS ABSOLUTOS EM CONJUNTOS FECHADOS E LIMITADOS

Seja f uma funcéo continua de duas variaveis em um conjunto fechado e limitado R,

intdo f possui extremo maximo absoluto e minimo absoluto para algum ponto de R .

Teorema do Valor Extremo
para funcoes de duas variaveis

Os pontos extremos absolutos de uma fung¢do, como mencionada no teorema acima, ocorrem em
pontos criticos da fun¢do que se localizam no interior do conjunto ( Regido ) R, ou em pontos na
fronteirade R .

Vamos indicar, a seguir, um método para determinar os maximos e minimos absolutos em
conjuntos fechados e limitados R . . .

I ) Determine os valores de f nos pontos criticos de fem R.
Il ) Determine todos os valores extremos de fronteira de R.

1) O maior valor encontrado resultante de | e Il é o valor maximo absoluto;
0 menor valor encontrado resultante de I e Il é o valor minimo absoluto.

Exemplos :

1) Determine os valores de maximo e minimo absoluto de f ( x, y ) = 3xy — 6x — 3y + 7 sobre a regido
triangular R com vértices (0,0),(3,0)e(0,5).

Veja a figura :

v
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Resolucdo :

of
e —=3y-6=0&y=2
OX

. P(1,2) éUnico Ponto Critico no interior de R.

of
e —=3x-3=0< x=1

e Vamos determinar os pontos de fronteira de R onde poderd ocorrer valores extremos :

Analisando cada segmento de reta limitado pelos vértices ...

@ Paraosegmento (0,0)até (3,0) temosy=0para 0<x<3.

u(x)=f(x,0)=3x0-6x-3.0+7=-6x+7.
w(x)=-6#0

portanto ndo ha ponto critico em u ( x ) , logo os extremos de u ocorrem nos pontos (0,0) e (3,0).

@ Paraosegmento (0,0)até (0,5) temosx=0para 0<y<5.

v(y)=f(0,y)=30y-6.0-3y+7=-3y+7.
v’ (y)=-3#0

portanto ndo h& ponto criticoem v (y ), logo os extremos de v ocorrem nos pontos (0,0) e (0,5).

5
@ Paraosegmento (3,0)até (0,5) noplano xy uma das equacBesé Yy = —E X+5

0<x<3.

I
—
o~
x
|
I
>
+
(€]

j:3X(—§X+5j—6x—3(—gx+5j+7@W(X):—5X2 +14x-8.

7 5 8
w(x) =-10x+14=0 <=x= g substituindoem Y :—§X+5 temosy = g logo temos

0S

7 8
extremos ocorrendo nos pontos (3,0), (0, 5) e no ponto critico (g , gJ .
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© O dltimo procedimento agora é montar uma tabela para indicarmos os Extremos Absolutos ...

(xy) [(0,0)](3,0)[(0,5) (7 8) (1,2)

f(x,y)l 7 -11 -8

Ponto de Méximo Absoluto (0,0, 7).
© Finalmente ...
Ponto de Minimo Absoluto (3,0,-11).

EXERCICIOS :

1) Idem para f (x,y) = Xy — x — 3y sobre a regido R triangular com vértices (0,0),(5,0)e(0,4).

2) ldem para f(x,y) = x? — 3y?- 2x + 6y sobre a regido R quadrada com vértices (0,0),(2,0),(0,2)
e(2,2).

3) Idem para f (x,y) =-3x + 4y + 5 sobre a regido R triangular com vértices (0,0),(4,0)e (4,5).

EXERCICIOS COMPLEMENTARES :

1) Determine as dimensdes de uma caixa retangular aberta no topo, cuja area total é de 12 m?2 para que
ela
possua um volume maximo.

2) Determine as dimensdes de uma caixa retangular aberta no topo, com um volume de 32 cm?® e que
sabendo-se que sera utilizada a minima quantidade de material para sua construcao.

3) Qual a area maxima que um retangulo pode ter se seu perimetro é de 20 cm ?
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|| CALCULO Il - ENGENHARIAS - AULA 10

REGRA DA CADEIA

Derivada total

z=f(xy)

Sejam < X =g(t) aDerivada Total de z é dada por :

y =h(t)

dz oz dx

dt  ox dt

Exemplos :

z=1(X,y)=xy+x’

1) X(t)=t+1 determine %
yt)=t+4
Resolugéo :
0 0z
e —=Yy+2X oo — =X
oy
% =1 LX) ﬂ =1
dt dt
Portanto ...

dz oz dx oz dy

—_— = — 4
dt ox dt oy dt
:t+4+3t+3c>%:4t+7.

—=(Y+2X).Q)+ (X)) =y+2X+X=y+3x = (t+4)+3(t+1) =



z=T(x,y)=sen(2x+5y)

2) X = cost determine d_i
y =sent
Resolugéo :
° @=C03(2X+5Y).2 'Y Q:COS(2X+5y).5
X oy
° %:—sent oo ﬂ:cost
dt dt

Portanto ... dz _ o dx + a dy = 2.C0S(2x +5Y).(-sent) + 5.cos(2x + 5y).(cost) =

dt  ox dt oy dt
=—2.c0os(2.cost +5.sent).sent +5.cos(2.cost + 5.sent).cost <

& % = (—2.sent +5.cost).cos(2.cost + 5.sent).
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Exercicios :

e Dé a expressdo da Derivada Total das funcdes :

Z=5xy+x*-y? z=tg(x* +Y)
a) x=t*-1 d) X =2t
y=t+2 y =t?
z=Inxy z = X* +3xy+5y?
b){ x=2t e) X =sent
y=t>+2 y = cost

f(x,y)=In(x*+y?)
c) X=2t+1
y=4t> -5
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PLANO TANGENTE

Dada a a funcéo z = f(x,y), o Plano Tangente ao grafico desta funcdo passando pelo ponto Po ( Xo,
Yo, 2o ) com z diferencidvel em ( Xo, Yo ) é dado pela equagéo :

574
Ay | (X0.Y0) (y - yo)

onde zo = f( Xo, Yo ).

0z

(X0.¥0)? ay
N

passa pelo ponto Po e é paralela ao vetor V' temos que r é denominada Reta Normal ao gréafico de z =
f(x,y) e tem

o

> (oz
Tal plano é perpendicular ao vetor V = { (o¥0) ,—1] e considerando a reta r que

como equagéo :

0z 0z )
r: (X,y,Z)z(Xo, Yo, ZO)+ /1 (& (XonO)’a (Xov)’o)7_1), /1€ R

Graficamente ...

AZ Reta Normal

Plano
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Xo

Exemplos :

2
X
1) Dé aequacao do plano tangente e da reta normal acurva Z = 7 - y2 no ponto Po (2, -1,20) .

Resolugéo :
2° 4

o z0=T(Xo, yo) = 7—(—1)2 =§—1<:> 20=1.

0z 2x 0z

** &:?: & (X0:¥0) =X‘(2,—1) =2.
0z

o0 — = —2y = — (oye) = _Zy‘ 2y = _2_(_1) Y
oy

Portanto ...

0z
eeoe /— 7, =—

OX

0z
(Xo-yo)'(x - XO) t

oy

oy Y~ Yo) & 2-1=2(x-2)+2.(y+]) <

S 2-1=2X-4+2y+2 << 2X+2y—2=1. (Eq. do plano tangente )

0z

eeeee r: (X, V,2)=(Xo, Yo, 20) + /1-[— o

(X0, Y0)? 8y
a
OX

OX

(xo,yo)'_l]; AeRS

a

& r:(x,y,z)z(2,-1,1)+/1( (2‘_1)’8y

‘(2'_1),—1]; AeR&

S ri(xyz)=(2,-1,1)+ 4.(2,2,-1); A€ R.(Eq.daretanormal )

2) Dé aequacdo do plano tangente e da reta normal acurva z=2x?—3y? noponto Po (1,1, 20).

Resolugéo :



o z0="f(xo,y0)=2.(1)?-3.(1)?2< z0=-1.

0z 0z
X X = x| Cav0) T 4X‘ an =4
0z
eee — =6y oyl = —6y\ wp =—6.1) =-6.
Portanto ...
0z

ee0® / —7 = —

o ox

0z
(Xo~yo)'(x - XO) T

oy

< 7+1=4x-4-6y+6 < 4X—6Yy—2z =-1. (Eq. do plano tangente )

oz 0z )

eeooe I (Xv y,Z):(Xo, Yo, ZO)+ i (& (X0*y0)15 (Xovyo),_lj’ ﬂle At
0z 0z )

<o (xy,z)=(1,1,-1)+ 4. [& (1]1),5‘(1’1),—1} AeR&

S ori(xyz)=(1,1-1)+ A.(4,-6,-1); A€ R.(Eq.daretanormal)

oy (Y= Yo) © 2+1=4(x-)-6.(y-1]) &
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Exercicios :

1) Idem paraz=xyemPo(1,1,z20).

2) ldem paraz=4x?+9y? emPo(-2, -1, 20) .

3) ldem paraz =In(xy) em Po( %,2, 20) .
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