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RESUMO

A analise dindmica de estruturas tem se tornado cada vez mais importante na Engenharia Civil,
visto que ha forte tendéncia em concepc¢éo de estruturas cada vez mais esbeltas, apresentando
uma maior vulnerabilidade sob a acdo de cargas dindmicas que, por muitas vezes, ndo sao
passiveis de ser sancionadas com a anélise estatica. As cargas dindmicas sdo definidas como
carregamentos nos quais sua intensidade, direcdo e sentido variam ao longo do tempo e que,
por consequéncia, desencadeiam respostas também variaveis. Existem diferentes fontes
geradoras de cargas dinamicas, tais como as acOes de fluidos, acfes de impactos e acdes
sismicas; sendo as vibragdes produzidas por essas a¢des, na solicitacdo das estruturas, variaveis
de acordo com o tipo de carga. Dentre as propriedades presentes nessa area de estudo tem-se a
frequéncia natural que consiste na intensidade de vibragdo da estrutura quando néo esta sujeita
a carregamento externo. Os fatores que influenciam na frequéncia natural de uma estrutura sao
a sua rigidez e sua massa. Outro conceito a se considerar sdo os modos de vibracdo que
caracterizam a forma com que essa vibracdo ocorre. Uma estrutura exibi sua maior resposta a
uma carga dindmica quando sua frequéncia natural se iguala a frequéncia desse carregamento,
a partir desse momento inicia-se o fendbmeno da ressonancia que aumenta significamente as
deflexdes na estrutura. Existem métodos numéricos aproximativos e metodos analiticos para
determinar a frequéncia natural de um corpo. Ressalvo em alguns problemas de cunho simples,
ndo existem solucbes analiticas possiveis de serem resolvidas para determinacdo da
instabilidade de sistemas continuos, para tanto recorre-se aos métodos numéricos. Dentre 0s
métodos numeéricos pode-se citar o método das diferencas finitas (MDF) e o método dos
elementos finitos (MEF). O MDF consiste essencialmente na substituicdo das derivadas de
equac0es diferenciais por formulas de diferencas finitas antecipadamente definidas. Ja o MEF
busca determinar o estado de tensdo e de deformacdo de um solido de geometria arbitréaria.
Ambos os meétodos discretizam o elemento estrutural para o procedimento de calculo. Nesse
trabalho foram efetuados célculos da frequéncia natural de uma viga com duas condi¢des de
contorno diferentes, utilizando os métodos numéricos MDF e MEF, e o método analitico. Foi
realizada uma comparacao entre as solu¢des encontradas pelos métodos aproximados com 0s
resultados obtidos pelo método analitico sendo que o MEF apresentou resultados mais
assertivos e as discretizacdes com mais nos obtiveram resultados mais proximos dos exatos.
Palavras-chave: dindmica das estruturas, vibracéo livre, vigas, método das diferencas

finitas, método dos elementos finitos.



ABSTRACT

The dynamic analysis of structures has become increasingly important in Civil Engineering, as
there is a strong trend in the design of increasingly slender structures, presenting a greater
vulnerability under the action of dynamic loads that, many times, are not susceptible to be
sanctioned with static analysis. Dynamic loads are defined as loads in which their intensity,
direction and direction vary over time and, consequently, trigger responses that are also
variable. There are different sources that generate dynamic loads, such as fluid actions, impact
actions and seismic actions; the vibrations produced by these actions when requesting variable
structures according to the type of load. Among the properties present in this study area, there
is the natural frequency that consists of the vibration intensity of the structure when it is not
subjected to the force applied on it. The factors that influence the natural frequency of a
structure are its stiffness and mass. Another concept to consider is the modes of vibration that
characterize the way in which this vibration occurs. A structure exhibits its greatest response to
anon-linear load when its natural frequency equals the frequency of that load, from that moment
onwards the phenomenon of resonance begins that significantly increases the deflections in the
structure. There are approximate numerical methods and analytical methods for determining a
body's natural frequency. | would like to point out that in some simple problems, there are no
analytical solutions that can be solved to determine the instability of continuous systems. For
this purpose, numerical methods are used. Among the numerical methods we can mention the
finite difference method (FDM) and the finite element method (FEM). FDM consists essentially
of replacing derivatives of differential equations with finite difference formulas defined in
advance. The FEM seeks to determine the state of stress and deformation of a solid of arbitrary
geometry subject to external actions. Both methods discretize the structural element for the
calculation procedure. This work will make it possible to calculate the natural frequency of a
beam with three different boundary conditions, using the numerical methods FDM and FEM,
and a comparison of the solutions found by the approximate methods with the results obtained

by the analytical method will also be carried out.

Keywords: structural dynamics, free vibration, beams, finite difference method, finite

element method.
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1 INTRODUCAO

A analise dindmica de estruturas tem se mostrado nas Ultimas décadas uma importante
area de estudo na Engenharia Civil, visto que ha forte tendéncia em concepcdo de estruturas
cada vez mais esbeltas, com se¢des transversais reduzidas, Ihes trazendo maior susceptibilidade
de falhas sob a acdo de cargas néo lineares. Na Figura 1.1 sdo expostos alguns exemplos de
construcdes esbeltas como o edificio mais alto do mundo atualmente, o Burj Khalifa, localizado
em Dubai, a ponte Akashi-Kaiky6 in Kobe do Jap&o, a ponte JK em Brasilia e o edificio One

World Trade Center situado em Nova lorque.

Figura 1.1 — Exemplos de estruturas esbeltas: (a) Edificio Burj Khalifa, (b) Ponte Akashi-Kaikyd in
Kobe, (c) Ponte JK, (d) Edificio One World Trade Center.

(@) (b)

Fonte: (a) e (d) www.buildin.com.br, 2018.

Fonte: (b) e (c) www.petcivil.blogspot.com, 2014.


http://www.buildin.com.br/
http://www.petcivil.blogspot.com/

Por outro lado, Kister e Sartorti (2011) apontam que no Brasil a anélise dindmica de
estruturas ainda é bastante negligenciada, pois € um assunto que apresenta maior complexidade
e torna os projetos mais onerosos se comparado com a analise estatica. Também existe 0 senso
comum de que ndo hé necessidade de grande preocupacdo em relacdo ao tema, pelo pais ndo
possuir em seu histérico grandes sismos e tempestades, a¢fes dinamicas responsaveis por gerar
danos mais desastrosos e impactantes.

Por isso, afim de se obter maior facilidade e menos gastos no processo de
dimensionamento estrutural, € muito usual que as cargas dindmicas sejam consideradas nos
calculos como cargas estaticas. Contudo, nota-se que essa substituicdo muitas vezes pode ndo
ser o suficiente, pois esses tipos de cargas possuem diferentes caracteristicas entre si.
(KUSTER; SARTORTI, 2011).

De acordo com Clough e Penzien (1995) a carga dindmica é qualquer carga cuja
magnitude, direcdo e/ou posi¢do variem com o tempo. Dentre essas cargas pode-se citar as
acOes de fluidos, acbes de impactos e acdes sismicas. Ac¢les essas que induzem vibracdes
responsaveis por alterar as tensbes e deformacbes da estrutura desencadeando ruidos,
patologias, reducdo de sua vida Util e até o seu colapso repentino.

A Figura 1.2 mostra o exemplo de uma estrutura que entrou em colapso devido ao
fendmeno de ressonancia gerado pela iteracdo entre a estrutura e a a¢do do vento — a ponte
Tacoma Narrows, localizada em Washington, Estados Unidos, que ruiu em novembro de 1940,

meses apds sua inauguracao.

Figura 1.2 — Ponte de Takoma ap6s desabamento.

Fonte: www.tacomanarrowsbridge.org, 2014.


http://www.tacomanarrowsbridge.org/

Ja Oliveira (2010) infere que o tema Dinamica das Estruturas possui um amplo campo
de aplicacdo e seus padrdes sdo dificeis de se definir, pois ha varias situacdes especificas a se
considerar. Ao contrario da andlise estatica, cada problema dindmico possui suas proprias
particularidades e sua propria natureza, como exemplo pode-se constatar que comportamentos
dindmicos relacionados a vibragdo causada por terremotos sdo significativamente diferentes do
gue comportamentos dindmicos relacionados com a vibracao gerada por trafego ferroviario.

Dentre as propriedades presentes nessa area de estudo tem-se a frequéncia natural que
é, basicamente, a intensidade de vibracdo de uma estrutura quando ndo estd sujeita a
carregamentos externos. Os fatores que influenciam na frequéncia natural de uma estrutura séo
a sua rigidez e sua massa que por sua vez dependem da geometria, do material e das suas
condicdes de vinculacdo (BOLINA et al., 2014).

Outro conceito importante séo os modos de vibragao que, segundo Bolina et al. (2014),
se referem a como a estrutura vibra, sendo que a mesma pode vibrar de diferentes formas e em
diferentes direcbes. Por esse motivo, é interessante ressaltar que um problema dindmico néo
possui uma unica solucdo, como o problema estatico, mas sim uma série de resultados que
dependem do fator tempo.

Em se tratando dos métodos de resolucdo na Dinamica da Estruturas, Reis e Camotim
(2001) explicam que, ressalvo em alguns problemas de cunho simples, ndo ha solucbes
analiticas para as equacOes diferenciais de equilibrio que dizem respeito a instabilidade de
estruturas continuas. Para tanto recorrem-se a métodos numéricos que substituem sistemas
continuos por sistemas discretos aproximadamente correspondentes. Dentre os métodos
numéricos existentes pode-se citar o Método das Diferencas Finitas (MDF) e o Método dos
Elementos Finitos (MEF).

O Método das Diferencas Finitas pressupde resolucbes com o uso de equacles
diferenciais de equilibrio enquanto o Método dos Elementos Finitos recorre as andlises da
energia potencial do sistema (REIS; CAMOTIM, 2001).

O presente trabalho visa discorrer e apresentar solucgdes a respeito da determinagéo de
frequéncias naturais e dos modos de vibracdo analiticos em vigas de Bernoulli em duas
diferentes condi¢des de contorno, levando-se em consideracdo o Método das Diferengas Finitas
(MDF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF), comparando-os com solucfes analiticas

encontradas na literatura.



1.1 JUSTIFICATIVA

A forte tendéncia em se realizar construcdes mais arrojadas, que apresentam grande
esbeltez em sua estrutura, grandes alturas e formatos singulares, faz com que o projeto estrutural
necessite cada vez mais de seguranca e de previsibilidade das intempéries que a estrutura pode
estar sujeita ao longo do tempo. A analise dindmica concede maior dominio de conhecimento
em relacdo as respostas das estruturas. Porém, essa area de estudo ndo é amplamente difundida
nos cursos de Engenharia Civil, por uma série de fatores, como sua complexidade e a maior
facilidade em se fazer aproximacdes para adotar todas as cargas como estaticas. Contudo, nem
todos os casos sdo solucionados eficientemente com essa metodologia.

Esse trabalho auxiliara no entendimento sobre o comportamento das cargas nao lineares,
e no conhecimento dos métodos de célculo usados para encontrar as frequéncias naturais de

vigas e de como interpretar os resultados gerados no estudo.
1.2 OBJETIVOS
1.2.1 Objetivo Geral

Este trabalho académico tem por objetivo calcular a frequéncia natural de uma viga com
duas diferentes condicBes de contorno. Para tal propésito sera usado o método analitico, o
método das diferencas finitas (MDF) e 0 método dos elementos finitos (MEF) e demonstrar o

erro gerado nos célculos pelos métodos numericos em relacdo aos resultados analiticos.
1.2.2 Objetivos Especificos

e Estruturar o conhecimento sobre a importancia da analise dindmica em estruturas;

e Caélculo de frequéncias naturais e seus modos em vigas pelo método analitico;

e Calculo de frequéncias naturais em vigas pelo Método das Diferencas Finitas;

e Caélculo de frequéncias naturais em vigas pelo Método dos Elementos Finitos;

e Comparar os resultados dos metodos numericos utilizados com os resultados

analiticos.
1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos. No capitulo seguinte, capitulo 2, foi

apresentada a revisao bibliografica. No capitulo 3, houve a descricdo das caracteristicas do



material, dos procedimentos metodolégicos e dos célculo utilizados para a obtengéo dos dados.
No capitulo 4, os resultados obtidos foram discutimos e avaliados por meio de tabelas e graficos

comparativos. No capitulo 5, apresentamos nossas conclusdes e perspectivas para trabalhos

futuros.



2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 CARGAS DINAMICAS

As cargas dinamicas sdo definidas como carregamentos nos quais sua intensidade,
direcdo e sentido podem variar ao longo do tempo. Por consequéncia, as respostas da estrutura
em relagdo a essas cargas também variam. Existem diferentes fontes geradoras de cargas
dindmicas, tais como a acdo de fluidos, como o vento, a acdo de impactos, como o uso de
equipamentos mecanicos sobre o sistema estrutural, e acgdes sismicas, advindas da
movimentacdo de placas tectdnicas. Para um correto dimensionamento é necessario que haja
dominio de conhecimento em relacdo as caracteristicas dessas cargas que irdo atuar no sistema
estrutural (KUSTER; SARTORTI, 2011).

Dentre essas caracteristicas tem-se 0 comportamento peridédico e ndo periodico das
acOes dindmicas onde, no primeiro caso, a variagao das cargas se repetem durante varios ciclos
sucessivos, diferentemente do segundo caso, no qual ndo ocorre tal repeticdo. Dentre as cargas
periddicas pode-se citar a atividade humana de caminhar e a vibracao causada pelo movimento
de trens em uma linha ferroviaria e dentre as cargas ndo periodicas tem-se, por exemplo, 0s
comportamentos sismicos e a a¢do do vento (KUSTER; SARTORTI, 2011).

Serdo apresentados neste topico algumas cargas dinamicas e suas caracteristicas de

acordo com suas fontes geradoras.
2.1.1 Acdes de Fluidos

De acordo com Harris e Piersol (2002), o fluido em torno de uma estrutura pode alterar
significativamente as caracteristicas vibracionais da mesma. A presenca de um fluido inativo
diminui as frequéncias naturais e aumenta 0 amortecimento da estrutura. J& um fluido denso
acopla as vibracdes das estruturas elasticas que sdo adjacentes umas as outras. O fluxo de um
fluido induz vibragdes, quando seu fluxo é turbulento acaba desencadeando pressdes aleatorias
em uma estrutura, e, por consequéncia, essas pressoes induzem respostas aleatorias.

Em diferentes aplicagdes praticas da engenharia civil existe o problema de iteragdo entre
um fluido e uma estrutura vibrante, como por exemplo em barragens, pontes, reatores
nucleares, propulsores de foguetes, estruturas localizadas em alto mar e aeronaves. Os efeitos
produzidos por fluidos, quando possuem alta intensidade, podem influenciar a magnitude, a

estabilidade e as frequéncias de uma estrutura. Dentre as diversas categorias de interacdo



destaca-se, por sua simplicidade, o comportamento entre uma estrutura ¢ um fluido acustico.
Este campo de estudo é denominado Vibroacustica ou Acustica Estrutural (FAHY, 2007).
Ferreira (2008) explica que o problema acustico é caracterizado pela rapida variacéo de
pressao e densidade que se propaga na forma de ondas longitudinais em um meio elastico. No
caso da propagacao do som, em que as variagdes de densidade e pressdo sdo muito pequenas,
um modelo que pode representar esta propagacéo € a equacao da onda, que relaciona a variacao
de pressdo sonora em funcdo do espaco e do tempo. Ja as vibragdes mecanicas podem ser
caracterizadas pelo movimento oscilatério em torno de uma posic¢éo de referéncia. Quando uma
estrutura vibra em um meio acUstico (por exemplo, uma cavidade) esses movimentos
oscilatérios podem provocar uma variacdo nas propriedades do fluido no contorno produzindo
as variacOes de pressdo e densidade que vao provocar a propagacao do som. Esta propagacéo,
por sua vez, pode interagir com a estrutura de forma consideravel, produzindo movimentos na
propria estrutura e vice-versa. Tal comportamento caracteriza o acoplamento vibro-acustico.
A acdo do vento sobre uma estrutura € maior a medida que a altura da mesma aumenta.
Logo, seu efeito € significativo em edificios altos de multiplos pavimentos. No entanto, o vento
é um fendmeno natural instavel, com variacGes aleatorias de velocidade em torno de um valor
médio, as quais sdo conhecidas como rajadas, apresentando frequéncia e intensidade de curta

duracdo e uma ocorréncia sequencial (CHAVEZ, 2006).
2.1.2 Impactos

Segundo Beer e Staab (2006), uma coliséo entre dois corpos, que ocorre em um intervalo
de tempo muito pequeno, e durante o qual os dois corpos exercem forcas relativamente grandes,
entre si, é denominada impacto ou impulso.

Na engenharia civil as estruturas estdo frequentemente sujeitas a uma condi¢cdo de
carregamento dindmico devido ao impacto direto. As estruturas que mais sofrem com esse tipo
de acdo sdo as estruturas de transporte que estdo sujeitas a colisdo de veiculos, estruturas
protetivas que sdo sujeitas ao impacto de projéteis e impactos de aeronaves, estruturas sujeitas
a terremotos, estruturas marinhas e de alto mar, e estruturas que recebem o impacto de ondas
de choque durante explosdes (ALEXANDRE, 2012).

As estruturas de transporte, como colunas de estacionamentos, pilares de pontes e postes
elétricos, estdo entre as estruturas mais estudadas em condic¢des de impacto. Pois nos Gltimos
anos a colisdo de veiculos com estruturas tem aumentado. A colisdo pode ser acidental, no caso

de veiculo desgovernado, ou intencional, como em um ataque terrorista. Com isto, a coliséo de



veiculos € uma das principais causas de falha em estruturas envolvendo cargas dindmicas
(SHARMA, 2012).

Destaca-se que sob uma carga de impacto, muitos materiais que apresentam
comportamento ddctil quando submetidos ao carregamento estatico podem apresentar
comportamento fragil. Este comportamento é devido a impossibilidade da redistribuicdo de
uma tensdo durante um curto periodo. Para carregamentos de curta duracdo, com tempo de
aplicacdo inferior a 1/4 do periodo natural do sistema, a acdo dindmica maxima depende
principalmente da magnitude total do impulso imposto, sem ser influenciado pela forma como
o impulso e aplicado (CLOUGH, 1993).

Nos anos recentes, tem sido desenvolvida uma variedade de métodos numéricos
envolvendo carregamento dinamico, especialmente para o tratamento de veiculos em colisdes
com estruturas. Uma porc¢éo significativa destes métodos envolve principalmente a utilizacéo
de programas de computador baseados em métodos de elementos finitos e de diferencas finitas,
sendo que este ultimo tem recebido menos atencdo (WANG E MEREDITH, 1983).

2.1.3 Acdes Sismicas

Quando uma estrutura real é afetada por um sismo, a sua resposta depende claramente
das suas caracteristicas estruturais, mas também do tipo de solo em que se encontra, da distancia
ao epicentro, do espacamento entre 0s seus pilares e da variacdo das caracteristicas geologicas
entre eles. Na maioria dos casos, a aceleracdo sismica que atua no encontro, ou mesmo no
primeiro pilar é relativamente diferente das a¢Bes sismicas que iram atuar sobre a restante
estrutura (HENRIQUE, 2009).

Isso deve-se ao fato de que, durante a propagacdo das ondas sismicas, as diferencas
geoldgicas em que esses pilares se encontram mudam o seu periodo, a sua frequéncia,
velocidade, impGe fendmenos de refracao e reflexdo tendo como consequéncia, no caso em que
o diferimento espacial entre as fundacdes dos pilares seja significativo, que as aceleracoes
sismicas ndo sejam sincronas (i.e. ndo sejam idénticas em todos os pilares). Pode-se entdo
considerar que, num ambiente real, as agdes que sdo introduzidas por um evento sismico sdo
assincronas, na medida em que cada pilar experimenta uma historia de aceleragdes diferente do
pilar que o precede e que o antecede (varia o grau de correlagdo entre as acfes sismicas)
(HENRIQUE, 2009).



Segundo Clough e Penzien (1995), as ondas sismicas ocorrem quando as deformagdes
e as tensdes na rocha alcangam a forca de ruptura do material, ou seja, do solo. Este fato esta
associado a liberacdo subita de energia de deformacdo. Esta energia é transmitida através do
solo em forma de ondas elasticas vibratdrias. As ondas se propagam em todas as dire¢cdes a
partir do ponto de ruptura e o caminho por onde passam s&o chamados de terremoto. O ponto
da superficie onde inicia a primeira ruptura € chamado de foco do sismo e o0 ponto na superficie

terrestre diretamente acima do foco € chamado de epicentro.
2.2 VIBRACOES

A vibracdo consiste em movimentos periddicos de um sistema em relacdo a uma posicao
de equilibrio. Existem dois tipos de vibracdo, a vibracao livre, em que 0 movimento se mantém
por forcas de recuperacdo gravitacionais ou elasticas e a vibracdo forcada, na qual uma forca
externa periddica é aplicada ao sistema (HIBBELER, 2009).

De acordo com Beer; Johnston e Cornwell (2012), a vibragdo é concebida quando um
sistema sai de sua posicdo de equilibrio. As forcas restauradoras tendem a retornar o sistema a
sua posicao de inicial, porém a velocidade adquirida ao se retornar para o ponto de origem faz
com que o corpo seja levado além dessa posicdo, esse processo pode ser repetido
indefinidamente. O periodo de vibracdo é o tempo necessario para o sistema completar um ciclo
de movimento, a frequéncia é a quantidade de ciclos por intervalo de tempo e o deslocamento

méaximo do corpo em relacdo ao seu ponto originario é denominado amplitude.
2.2.1 Vibragoes Forcadas Amortecidas

As propriedades fisicas essenciais de um sistema mecanico estrutural eléstico submetido
a carga dinamica sdo a sua massa, as suas propriedades elasticas (flexibilidade ou rigidez) e seu
amortecimento ou modo de perca de energia. Na Figura 2.1 (a) é representado um esquema
desse sistema de equilibrio dindmico, onde um bloco rigido de massa m, que s pode mover em
translacdo simples, devido a restricio de movimento gerada pelos apoios, tem sua posicdo
determinada pelo seu deslocamento em funcdo do tempo x(t). Enquanto que a mola, de rigidez
k, é responsavel pela resisténcia eléstica e a perda de energia é representada pelo amortecedor
¢ (CLOUGH; PENZIEN, 1995).
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Figura 2.1 — Sistema ideal amortecido: (a) componentes basicos, (b) equilibrio de forcas.

7
/—px(t) ’—'x(f)
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7l v 7
(@) (b)

Fonte: Autoria Propria, 2020.

Ja a Figura 2.1 (b), segundo Clough e Penzien (1995), representa o equilibrio de forcas
do sistema onde sdo expressadas trés forcas resistivas em funcdo do tempo, t, geradas pela
solicitacdo p(t). S&o elas: fi(t), forca inercial; fp(t), forca de amortecimento e fs(t), forga da
mola. O movimento pode ser dado pelo equilibrio entre as forcas desse sistema, como mostra a
Equacéo 2.1:

[+ @+ f(0) =p@) (21)
Sendo a forga inercial o produto da massa pela aceleracdo, dada pela Equacgéo 2.2 a
sequir:
fi(®) = mx(t) (2.2)
Onde,
m = massa,;

x(t) = aceleracdo.
J& a forca de amortecimento, definida na Equacdo 2.3, consiste no produto entre a

constante de amortecimento e a velocidade do corpo.

fo (@) = cx(t) (2.3)

Onde,
¢ = constante de amortecimento;

x = velocidade.
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E, por fim, a forca eléstica, dada pela Equacdo 2.4 a seguir, é o produto da rigidez pelo

deslocamento.

fs(t) =k x(t) (2.4)

Onde,

k =rigidez da mola;

x(t) = deslocamento em fungéo do tempo.

Substituindo as EquacgOes 2.2, 2.3 e 2.4 na Equacdo 2.1 tem-se a Equagdo 2.5 que
representa 0 movimento do bloco em funcéo do deslocamento, velocidade e aceleracao:

mx(t) +cx(t) + k x(t) = p(t) (2.5)

Clough e Penzien (1995) também apresentaram uma outra formulacéo alternativa, dada
pela Equacdo 2.6, baseada nos trabalhos virtuais e utilizando o mesmo equilibrio de forcas da
Figura 2.1 (b), onde o somatdrio de trabalho do sistema deve ser igual a zero. Sendo o trabalho
produzido por cada forca igual ao produto dessa forca pelo deslocamento virtual §x produzido

pela carga p(t).

—fi(t) 6x — fp(t) &x — fs(t) Sx + p(t) 6x =0 (2.6)

Substituindo as Equagfes 2.2, 2.3, e 2.4 na Equacdo 2.6 e colocando em evidéncia o

termo Jx tem-se a Equacao 2.7 para 0 movimento.
[-mx(t) —cx(t) —kx(t)+p(t)]6x =0 (2.7)

Como 6x ndo é igual a zero, logo o somatdrio entre colchetes da Equacgédo 2.7 é nulo
equivalendo-se esse resultado a Equacéo 2.5 (CLOUGH; PENZIEN, 1995).

2.2.2 Vibrac6es Livres ndo Amortecidas

E o tipo mais simples de movimento vibratério, segundo Miranda (2009), no qual o
sistema se encontra em vibracdo livre, p(t) =0, e sem amortecimento, f,(t) = 0.
Reescrevendo a Equagéo 2.5 omitindo os termos nulos, tem-se a seguinte Equacgéo 2.8 para o

movimento harmonico simples:

mx(t)+kx(t)=0 (2.8)
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A mesma equacao pode ser obtida com o bloco estando suspenso, como o da Figura 2.2
(a). O deslocamento y(t) é medido a partir da posicdo de equilibrio, assim que o bloco, de peso
P, é deslocado da posicao de equilibrio para baixo é gerada uma forca F de sentido contrario a

esse deslocamento, como pode ser observado na Figura 2.2 (b) (HIBBELER, 2009).

Figura 2.2 — Sistema ideal suspenso: (a) componentes basicos; (b) equilibrio de forgas.

F=W+ky)

-——

(1) y(t)

Fonte: Autoria Propria, 2020.

De acordo com o equilibrio de forcas ao longo do eixo y da Figura 2.2 (b), pode-se

escrever a Equacéo 2.9:
F-P=0 (2.9)
Sendo a forca F dada pela seguinte Equacéo 2.10:
F =mi(t) (2.10)

Onde,
m = massa;
y = aceleracdo na direcdo y.

E 0 peso P determinado pela equacédo 2.11:
P=—ky(t) (2.11)

Onde,
k =rigidez da mola;

y = deslocamento na direcdo y.
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Substituindo as EquagOes 2.10 e 2.11 na Equagdo 2.9 chega-se na Equagédo 2.12, a

seguir, representando o movimento em funcéo do deslocamento e da aceleracdo na direcéo y.

my(t) +ky() =0 (2.12)

2.2.3 Frequéncia Natural

Rao (2018) infere que se um sistema, apds uma perturbacdo inicial, for deixado vibrar
sozinho, a frequéncia com que ele oscila, sem forcas externas, é conhecida como frequéncia
natural. Um sistema vibratério com n graus de liberdade tera, em geral, n frequéncias naturais
distintas de vibragao.

Segundo Serway e Jewett (2014) a estrutura vai exibir sua maior resposta a uma carga
dindmica quando sua frequéncia natural se igualar a frequéncia desse carregamento, a partir
desse momento elas se acumulam aumentando significamente a amplitude de vibragéo, gerando
grandes deflexdes e falhas excessivas, fenbmeno esse chamado de ressonancia. Diante de tal
exposto, o conhecimento da frequéncia natural de um elemento estrutural é importante para que
seja possivel evitar a ocorréncia de ressonancia entre as estruturas e as cargas as quais elas estao
sujeitas. Uma forma de atenuar a carga dindmica afim de se evitar esse fenbmeno, por exemplo,
consiste no uso de amortecedores.

Além disso, pode-se também, se a frequéncia da excitacdo for substancialmente
constante, aliviar a vibracéo alterando a frequéncia natural dessa estrutura, modificando, por
exemplo, sua massa. Isso € possivel porque a frequéncia natural de uma estrutura depende
estritamente de sua massa e de sua rigidez (HARRIS; PIERSOL, 2002).

Para sistemas com apenas um grau de liberdade a frequéncia natural circular, dada em

rad/s, pode ser definida pela Equacgéo 2.13 a seguir:

o= |- (2.13)

Isolando k e substituindo-o na Equacéo 2.8 tem-se 0 movimento harménico simples em

funcéo da frequéncia natural, como mostra a Equagéo 2.14:

() + w2 x(t) =0 (2.14)
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Segundo Hibbeler (2010), ao se utilizar métodos de equagdes diferenciais na Equacgao

2.14, a solucdo geral para o deslocamento x(t) é determinada pela seguinte Equacéo 2.15:
x(t) =Cysenw, t+ C,cosw,t (2.15)

A velocidade, x(t), e aceleracdo, %(t), podem ser determinadas respectivamente, pelas
Equacdes 2.16 e 2.17 que representam a primeira e a segunda derivadas, em relacdo ao tempo,
da Equacéo 2.15 (HIBBELER, 2010):

x(t) = C, wy,cosw, t — C, w, sSemwy,t (2.16)

%(t) = —C, w2 senwy t — C, w2 coswyt (2.17)

Onde C; e C, representam duas constantes de integracdo dependentes das condicOes
iniciais do movimento. Em geral elas podem ser definidas por C; = v,/w,, em que v,
representa a velocidade inicial, e C, = x,, sendo x, a posi¢do de equilibrio (BEER;
JOHNSTON; CORNWELL, 2012).

Ainda segundo Beer; Johnston e Cornwell (2012) é possivel observar na Equacéao 2.15
que o deslocamento é a soma dos dois componentes na dire¢do x dos vetores C; e C,, COMO

mostrados na Figura 2.3 (a). Esses vetores giram no sentido horario de acordo com o tempo t.

Observa-se também que o valor da resultante 0C é igual ao deslocamento maximo x,,,,
denominado de amplitude, o &ngulo ¢ é chamado de angulo fase e define a posic¢éo de origem
de C, verifica-se ainda que o ciclo se completa quando o angulo w,t chega a 2w rad, o tempo
necessario para que isso ocorra é chamado de periodo sendo representado por z . A curva do
deslocamento em fungdo do tempo é caracterizada na Figura 2.3 (b) e representa 0 modo de
vibragdo para aquela frequéncia natural.

De acordo com a Figura 2.3 o periodo, 7 ,pode ser dado pela seguinte Equacao 2.18:

2
= (2.18)
wn

E possivel também definir a frequéncia natural de vibracio f, , dada na Equacio 2.19,
em Hertz (s1), sendo estabelecida como o niimero de ciclos completados por unidade de tempo.
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Figura 2.3 — Movimento Harménico Simples: (a) Vetores de deslocamento,

(b) Curva de deslocamento.

(@) (b)

Fonte: Beer (2012) (Modificado).

Segundo Chopra (1995), os modos de vibracdo, ¢,,, e as frequéncias naturais devem

atender a seguinte Equacdo 2.20:
ko, = wrzlmd)n (2.20)

Essa equacdo algébrica é chamada de autovalor da matriz problema. As matrizes de
rigidez e massa, k e m, sdo conhecidas; o problema é determinar o quadrado da frequéncia
natural, w2, escalar e o vetor para 0 modo de vibracdo ¢,,. Para indicar a solugdo formal a

Equacdo 2.20 € reescrita como a Equacdo 2.21 a seguir (CHOPRA, 1995).

[k — w2m]¢p, =0 (2.21)
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Chopra (1995) argumenta que essa equacao pode ser interpretada como um conjunto
de N equagdes algébricas homogéneas para os N elementos ¢, (j = 1, 2, ..., N). Este conjunto
sempre tem a solucdo trivial ¢,, = 0, que ndo é util porque ndo implica nenhum movimento.

Possuira solugcdes ndo triviais se a Equacao 2.22 a sequir for satisfeita.
det[k — w2m] =0 (2.22)

Ainda segundo Chopra (1995), quando esse determinante é expandido, um polinémio
de ordem N em w? é obtido. A Equagdo 2.22 é conhecida como equagdo caracteristica ou
equacdo de frequéncia. Esta equacdo tem N raizes reais e positivas para w2 porque, as matrizes
de massa estrutural, m, e de rigidez k, sdo simétricas e definidas positivamente. A propriedade
definida positiva de k é garantida para todas as estruturas apoiadas de forma a impedir o
movimento do corpo rigido como é o caso de estruturas de engenharia civil. J& propriedade
definida positiva de m também é garantida porque as massas concentradas sdo diferentes de

zero em todos os graus de liberdade.
2.3 CONDIC;OES DE CONTORNO EM VIGAS

Vigas sdo elementos estruturais largamente utilizados na engenharia e resistem a
esforcos de flexdo o que geram tensdes normais e de cisalhamento. Elas sdo normalmente
prismaticas e 0s carregamentos sdo aplicados perpendicularmente ao seu comprimento ou eixo
longitudinal (CARDOSO, 2012).

Os apoios, segundo Aurelio (2015), sdo elementos que restringem movimentos em uma
ou mais direcOes e estdo representados na Tabela 2.1, podendo ser descritos da seguinte forma:

1. Apoio movel:
e Impede movimento na dire¢cdo normal perpendicular ao plano do apoio;
e Permite movimento na direcdo paralela ao plano do apoio;
e Permite rotacéo.
2. Apoio fixo:
e Impede movimento na dire¢cdo normal ao plano do apoio;
e Impede movimento na direc¢do paralela ao plano de apoio;
e Permite rotacéo.
3. Engastado:

e Impede movimento na dire¢cdo normal ao plano do apoio;



17

e Impede movimento na direc¢do paralela ao plano do apoio;
e Impede movimento na direcdo paralela ao plano do apoio;

e Impede rotacéo.

Tabela 2.1 — Tipos de apoios.

_ _ ) Graus de
Apoio Simbologia Reac06es

Liberdade
Movel ( )

Fixo ZE
M
N
Engastado N— NE— (H%:
N N R\

Fonte: Autoria Prépria, 2020.

Entre os mais conhecidos modelos de contorno de vigas estdo os de Vlasov, Timoshenko
e Euler-Bernoulli.

No modelo de Euler-Bernoulli o cisalhamento e a inércia de rotacdo sdo desprezados,
sendo feita a suposicdo de que as se¢des planas permanecem planas e perpendiculares a linha
neutra da viga, apds a deformacdo (CARDOSO, 2012).

A teoria de viga de Euler-Bernoulli, as vezes chamada de teoria classica de vigas, € a
mais comumente usada porgue € simples e fornece aproximacdes de engenharia razoaveis para
muitos problemas. O modelo de viga de Euler-Bernoulli é uma simplificacdo da teoria linear
da elasticidade que fornece meios de calcular as caracteristicas de uma viga sob um
carregamento, sendo ele estatico ou dindmico, a qual é constituida por uma equacdao diferencial
parcial linear de quarta ordem (MARTINS, 2016).

O modelo de Vlasov despreza o efeito da deformagéo de cisalhamento e adiciona o
efeito da inércia de rotagdo ao modelo de Euler-Bernoulli. Com a seguinte hipétese que as
secOes planas de uma viga permanecem planas e normais a linha neutra ap0s a viga ser
submetida a flexdo (CARDOSO, 2012).
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Timoshenko prop6s uma teoria de viga que adiciona tanto o efeito de cisalhamento
quanto o efeito da inércia de rotacdo ao modelo de Euler-Bernoulli. O modelo de Timoshenko
foi e ainda é a maior melhoria para aproximacao da resposta de vigas ndo esbeltas e para altas
frequéncias, onde os efeitos do cisalhamento e da inércia por rotacdo ndo podem ser
desprezados (COSTA, 2006).

2.4 METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

O Método das diferencas finitas (MDF) pode ser considerado um dos métodos mais
simples dentre as abordagens numéricas, consistindo essencialmente na substituicdo das
derivadas de equacOes diferenciais por formulas de diferengas finitas antecipadamente
definidas. Tal método surgiu com os estudos de Southwell (1946) e oferece solu¢des com uma
precisdo razoavel (DEUS et al., 2010).

Este método possui diversas aplicacfes na engenharia civil como, por exemplo, no
equilibrio estrutural de vigas, placas e cascas e na estabilidade de colunas, porém ap6s o advento
dos computadores digitais 0 MDF perdeu espaco para métodos mais sofisticados utilizados nos
programas computacionais de andlise dinamica, como o MEF. Atualmente 0 MDF é mais
utilizado em estudos no meio académico (DEUS et al., 2010).

De acordo com Pedroso (2005) a técnica do MDF consiste em obter a solugdo da
equacao diferencial de um ponto do sistema discretizado substituindo as derivadas da equacéo
governante do problema por formas de diferencas finitas obtidas pela expansdo em série de
Taylor. O conjunto desses pontos é chamado de malha de diferencas finitas, sendo que a
precisdo da solucdo sera maior quanto maior for o nimero de pontos desta malha.

Para melhor entendimento em relacdo ao método considere o grafico da Figura 2.4 que
representa uma funcéo geral y = f(x), o eixo x € dividido em intervalos iguais e cada ponto
estd numerado em funcdo de i. A primeira derivada desta funcdo, representada pela Equacéo
2.23, corresponde ao coeficiente angular da curva no ponto A que € aproximadamente igual ao

coeficiente angular da reta que une os pontos B e C (PEDROSO, 2005).

(d_y) ~ Yi+1 - Yi—l (223)
dx 2Ax

J& a segunda derivada da fun¢do, segundo Pedroso (2005), é obtida com as inclinagdes
a direita e a esquerda do ponto A, conforme a Equacéo 2.24, e representa a taxa de variagdo da

primeira derivada:
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<d2y> G A =2 () + fOe 4+ A%) _ Yia = 2y + Yia (2.24)

dx? (Ax)? B (Ax)?

Figura 2.4 — Métodos das Diferencas Finitas.
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Fonte: Autoria Propria, 2020.

As Equac0es representam as diferencas finitas da primeira e segunda derivadas da
funcdo. Essas expressdes possuem ordenadas de ambos os lados da abscissa i do ponto A e, por
isso, sdo denominadas de diferencas centrais. Vale ressaltar que € possivel obter derivadas de
ordem superior as demostradas; as Equacgdes 2.25 e 2.26 a seguir correspondem as diferencas

finitas centrais da terceira e quarta derivadas, respectivamente (PEDROSO 2005).

d3y 1
<dx3> ~ 20 [f(x + 2Ax) — 2f (x + Ax) + 2f (x — Ax)

— f(x — 24x)] (2.25)

1
S 2082007 [Vi—z — 4Yiy1 + 6y — 4yi_1 + Yi_2]

d*y 1
— | — 2Ax) — 4 A -4 —-A
( dx4> Ty U O 2820 = 4f G+ 0 + 6 () — 4f (x — Ax)
+ f(x — 24x)] (2.26)
1
A 200:0)° [Vitz = 4Yiz1 + 6y —4yio1 + ¥is]
Também é possivel obter expressfes que contenham somente i e a ordenada a direita ou
a ordenada a esquerda desse ponto, chamadas de diferencas a direita ou a esquerda,

representadas respectivamente, para a primeira derivada, pela Equagédo 2.27 e pela Equacéo



20

2.28. Contudo, vale ressaltar que as diferencas centrais possuem melhor acuracia para a solucéo
exata (SILVA, 2008).

(d_J’) _Yit1 T Vi

2.27

dx Ax ( )

(d_y) ~yi—1_yi (2 28)
dx Ax '

2.4.1 Formulacéo das Diferencas Centrais em Vigas

Segundo Pedroso (2005), as condi¢bes de contorno no MDF diminuem o numero de
variaveis do sistema pois disponibilizam valores conhecidos naquele ponto da viga ou pode-se
ainda relacionad-los a pontos fora da viga para que esses pontos também possam ser
determinados, levando a problemas de autovalores/autovetores para as analises dinamicas.
Onde os autovalores representam as frequéncias e os autovetores os modos de vibracéo.

Para obter a aproximacdo da diferenca finita, primeiro discretiza-se a viga de
comprimento L em n — 1 partes iguais, cada uma com comprimento Ax =L/(n—1), e

denota-se os pontos da malha como 1, 2, 3,..., i,..., n, como mostrado na Figura 2.5 (RAO,
2018).

Figura 2.5 — Discretizacdo pelo Métodos das Diferencas Finitas.

0 1 2 1 n

e e e e
| \ | \ \ [ |
i-(-1)2 i-2 i-1 i Pi+1 i+2 i+ (n-1)2

| L |

Fonte: Autoria Prépria, 2020.

A Tabela 2.2 mostra esquematicamente as Equages 2.23, 2.24, 2.25 e 2.26, incluindo
seu primeiro termo de erro e1, medido em 4x. Ja a Tabela 2.3 indica as condi¢Ges de contorno
para cada tipo de apoio.



21

Tabela 2.2 — Representagdo Esquematica para a Diferenca Central.

_ Operador ) o Erro de 1° Termo
Apoio ] Célula (coeficientes)
Aproxim. €1
1) 1 1
Engaste — — - S 24,11
g o 2 Ax)[ 1 0 +1] 2 (Ax)?y;
Apoio de 52 1
— —[+1 -2 +1] ——(Ax)%y}Y
Segundo Género 5x2 (Ax)? 12 C(
Extremidade 53 1 L1 42 0 —2 1] 1 .
— -1 + —Z + ——(Ax)*y;
Livre 5x3 2(Ax)? RGO
Apoio de 54 1 - , . 1 .
— -1 + -2 + — = (Ax)2y]
Primeiro Género Sx* 2(Ax)? g (L)

Fonte: Pedroso (2005) (Modificado).

Tabela 2.3 — Condigdes de Contorno para a Diferenca Central.

Representacdo por Diferencas

Apoio o CondicGes de Contorno
Finitas

_____ | S . = 0
Engaste 1 % {y =
S R Yit1 = Vi1
Apoio de Segundo e f) {yi =0
Geénero Lo Yit1 = ~Vi-1
Apoio de Primeiro | - S {yi+1 = yi_1
Género Yit2 = Vi-2

() {%’—1 =2Yi — Yi+1

Extremidade Livre
Yitz — 2Yit+1 + 2Yi-1 —Yi2=0

Fonte: Pedroso (2005) (Modificado).
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Segundo Rao (2018), a equacéo diferencial governante para a vibragdo transversal de

uma viga uniforme ¢é dada pela Equacéo 2.29.:

W - 6‘(4X =0 (229)

Onde X representa a deflexdo transversdo da viga e a* uma constante dada pela Equacéo
2.30 a sequir:
mwy,

4 = 2.30
at=—0 (2.30)

Onde,

m = massa por unidade de comprimento (m = pA);

E = modulo de elasticidade.

Usando a formula da diferenga central para a quarta derivada da Equagéo 2.26 pode-se
escrever a Equacdo 2.31 a seguir para qualquer ponto i da malha (RAO, 2018).

1

At [Viea = 4Yi_1 + 6y — 4Yis1 + Vigal —a*y; =0 (2.31)

Multiplicando a Equacdo 2.31 por (Ax*), tem-se a Equagdo 2.32 governante para
diferencas centrais pela teoria de Euler (PEDROSO, 2005):

Yiea = 4Yi—1 + 6y = 4Yip1 + YVis2 —Ay; =0 (2.32)
Onde A representa o autovalor dada pela Equacao 2.33 a seguir:

A= a*Ax* (2.33)

2.5 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Meétodo dos Elementos Finitos (MEF) tem aplicagdes em diversas industrias como
biomecanica, aeronautica, automovel e engenharia civil. Na area da Engenharia de Estruturas,
precisamente, 0 MEF busca determinar o estado de tenséo e de deformacdo de um sélido de
geometria arbitraria sujeito a acbes exteriores (MIRANDA, 2009).

Ainda segundo Miranda (2009) seu desenvolvimento se acentuou na década de 50

sofrendo grandes avancos através dos trabalhos de John Argyris na Universidade de Estugarda
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e de Ray W. Clough na Universidade de Berkeley. Estes estudos objetivaram, sobretudo,
aplicacdes em engenharia civil.

Na pratica de engenharia, a solucéo de problemas pelo MEF ¢ obtida com o computador
e software apropriado munido de programas que possuem este método para obtencdo dos
resultados, como o programa SAP2000 (PAZ; KIM, 2019).

Segundo Clough e Penzien (1995), o tipo de resolugédo por elementos finitos € aplicavel
a todos os tipos de estruturas: estruturas emolduradas, que compdem conjuntos de membros
unidimensionais (vigas, colunas etc.); estruturas de tensdo plana, tipo placa e casca, que sao
constituidas por componentes bidimensionais; e solidos tridimensionais gerais.

A concepcao inicial de elementos finitos de qualquer estrutura envolve discretiza-la em
um namero apropriado de segmentos, chamados de elementos finitos, como mostra a Figura
2.6. Os tamanhos dos elementos séo arbitrarios; ou seja, eles podem ter 0 mesmo tamanho ou
dimensGes diferentes. As extremidades dos segmentos, nos quais eles estdo interconectados,
sdo chamados pontos nodais e seus deslocamentos tornam-se as coordenadas generalizadas da
estrutura (CLOUGH; PENZIEN, 1995).

Figura 2.6 — Coordenadas tipicas para vigas de elementos finitos.

5 6

Fonte: Clough (1995) (Modificado).

O formato de deformacéo na estrutura, de acordo com Clough e Penzien (1995), pode
ser expresso em termos dessas coordenadas generalizadas por meio de um conjunto apropriado
de funcdes de deslocamento chamadas de fungdes de interpolagdo. A Figura 2.6 mostra essas
fungdes do ponto de n6 3 relacionadas a dois graus de liberdade e que representam

geometricamente as curvas ou formas de deslocamento da viga uniforme.
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As propriedades da estrutura inteira que dizem respeito a sua flexibilidade ou rigidez
sdo encontradas avaliando as propriedades dos elementos finitos individuais e superpondo-as
adequadamente (CLOUGH; PENZIEN, 1995).

Com a discretizagdo do sistema continuo, segundo Reis e Camotim (2001), o MEF
transforma a determinacdo de seu comportamento para um sistema de equac6es de equilibrio

caracterizada pela Equacéo 2.34 :

[K1{y} = {F} (2.34)

Onde [K] representa a matriz de rigidez global da estrutura, {1} representa o vetor de
deslocamentos nodais generalizados e {F} consiste no vetor de forcas dos nés obtidas através
das cargas atuantes na estrutura. Essa equacdo também pode ser determinada através da energia
potencial total da estrutura discretizada (REIS; CAMOTIM, 2001).

Segundo Harris e Piersol (2002), as equagdes da matriz que descrevem modelos para
sistemas de elementos finitos individuais e elementos finitos completos sdo definidos com base
em principios basicos. Em particular, para sistemas dindmicos estruturais, o Principio de
Hamilton ou as Equacfes de Lagrange constituem o principio fisico subjacente. A declaragéo
fundamental do Principio de Hamilton é dada pela Equacéo 2.35:

t1
s| (T+wydt=o0 (2.35)
to

Onde T é a energia cinética do sistema, W é o trabalho realizado por forcas externas, t

representa o tempo e & é o operador variacional de deslocamento.
2.5.1 Formulacdo do MEF para Vigas

De acordo com Chopra (1995) para o procedimento de andlise pelo MEF, primeiro deve-
se idealizar a viga como um conjunto de elementos finitos interconectados apenas nos nas,
definindo o grau de liberdade u para cada né considerado. Se forem considerados apenas 0s
deslocamentos planares cada né terd dois graus de liberdade, rotagdo e deslocamento
transversal, como mostra o exemplo da Figura 2.7. A deflexdo na viga pode ser expressa na

Equacdo 2.36 a seguir:

5(x) = Z u; i(x) (2.36)

l
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Figura 2.7 — Discretizacdo de vigas por elementos finitos.

elemento finito

AU AW AUs A AU
U 2 u 4 u 6 u n
PR S AN S
[ N | ] )
_/
h ponto nodal

Fonte: Autoria Propria, 2020.

Considere um elemento de viga de comprimento L com rigidez a flexdo EI(x). Por
definicdo, o coeficiente de influéncia da rigidez k;; do elemento de viga € a forca em i devido
a unidade deslocamento em j. Usando o principio do deslocamento virtual é possivel derivar

uma equacao geral para kij, como mostra a Equacédo 2.37 a seguir (CHOPRA 1995).

Ky = f EIGOW; 0w, () d (x) (2.37)
0

A forma simétrica dessa equacdo mostra que a matriz de rigidez do elemento é simétrica,

k;j = kj;. A Equacdo 2.37 é um resultado geral no sentido de que é aplicavel a elementos com

variacdo arbitraria da rigidez a flexdo EI(x), embora as funcdes de interpolacdo serem exatas
apenas para elementos uniformes. Os erros associados podem ser reduzidos em qualquer grau
desejado, reduzindo o tamanho do elemento e aumentando o nimero de elementos finitos na
idealizacdo estrutural (CHOPRA 1995).

Chopra (1995) infere que para um elemento finito uniforme com EI(x) = EI, a integral
da Equacdo 2.37 pode ser analisada analiticamente, como para i,j = 1, 2, 3 e 4, resultando na

matriz de rigidez dada pela Equacéo 2.38 a seguir:

12 6L —12 6L

_Ell 6L 417 -6L 217
KI=T51212 —eL 12 6L (2.38)

6L 21> —6L 4lL?
Ja coeficiente de influéncia da massa, mij, para uma estrutura, de acordo com Chopra
(1995), é a forca no i-ésimo grau de liberdade devido a aceleracdo da unidade no j-ésimo grau
de liberdade. Aplicando esta definicdo a um feixe de elemento com massa distribuida m(x), e
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usando o principio de deslocamento, uma formulacdo geral para mij pode ser derivada dada

pela Equacdo 2.39 a seguir:

my = f MmO, d(x) (2.39)

A forma simétrica dessa equacao mostra que a matriz de massa é simétrica; mij = miji.

As integrais da Equacdo 2.39 sdo avaliadas numericamente ou analiticamente,
dependendo da funcdo m(x). Para um elemento com massa uniforme, ou seja, m(x) = m, as
integrais podem ser avaliadas analiticamente para obter a matriz de massa do elemento
(consistente) para i,j = 1, 2, 3 e 4, por exemplo, dada pela Equacdo 2.40 a seguir (CHOPRA
1995).

156 22L 54 —13L
_mL | 221 412 13L —3I2
[M]_M 54 13L 156 —22L (2.40)
—13L -31%2 —22L 4I?

Com as matrizes elementares € possivel obter as matrizes globais de rigidez e de massa
do sistema relacionando os graus de liberdade coincidentes de cada elemento com os graus de

liberdade da viga propriamente dita, como exemplifica a Figura 2.8 (CHOPRA 1995).

Figura 2.8 — Montagem da matriz global.

(U = Uy Uy, = USH U3 = ufy Uy = Uy 0 0 0 0
Uy =USY Upy = USH Uz = USH Uy = USH 0 0 0 0
U3y = u§11 Uz = u§12 Uz3 = u§13 + ufzi Uz g = u§,14 + ufzz Uzs = uf% U3z = uﬁ 0 0
Ugy = USY Upp = USH Upz = USS +USE  Usy = ufy +ush Uys = US3 Uy = USS 0 0
0 0 Us ;3 = u§i Usy = USS Uss = u§3 +ufy  use = ugs + ufd 0 0
0 0 Uyz = UGH Uy = UGS Ugs = US +UST  Uge = USS +USSH 0 0
0 0 0 0 Uys = U§y Uy = USH 0 0
0 0 0 0 Ugs = USy Uge = UGS 0 0
0 0 0 0 0 0 : :

: : : ul‘,]‘ = uf’é ul‘,]‘ = uiﬁ_

: Uj =UZ3 Ui = Usy

0 0 0 0 0 0 ui’]‘ = ugﬁ ui,]» = ugﬁ

0 0 0 0 0 0 W j =ufl U =ugy

Fonte: Autoria Prdpria, 2020.

As frequéncias naturais podem entdo ser encontradas com o problema de autovalor da

Equacdo 2.22.
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2.6 METODO ANALITICO

Os métodos analiticos classicos permitem célculos da resposta exata, como por
exemplo, das flechas, deformacdes, tensdes e frequéncias em todos o0s pontos de uma estrutura,
desde que ela apresente uma problematizacdo simples que diz respeito a sua geometria e a sua
condicdo de contorno. Isso ocorre porque as solucBes analiticas para as equacdes diferenciais
governantes impdem dificuldades matematicas que, dependendo da complexidade da estrutura,
sdo impossiveis de serem resolvidas (MOREIRA, 2002).

De acordo com Blevins (1979), qualquer estrutura com massa e elasticidade possuira
mais de uma frequéncia natural de vibracdo. As frequéncias naturais sdo o resultado de trocas
ciclicas entre a energia cinética e a energia potencial. Sendo que energia cinética esta associada
a velocidade da massa estrutural, enquanto que a energia potencial esta associada ao
armazenamento de energia nas deformac@es elésticas de uma estrutura resiliente.

Em relagdo a essa troca, uma viga eléstica reta que possui massa e rigidez para resistir
a flexdo, quando submetida a vibracdo transversal, flexiona-se, perpendicularmente ao seu
préprio eixo, para armazenar alternadamente a energia potencial na flexdo elastica da viga e,
em seguida, liberd-la na energia cinética do movimento transversal (BLEVINS, 1979).

As premissas para analise de vigas por modo analitico, segundo Blevins (1979), sdo:

a) As vigas sdo uniformes ao longo do vao;

b) As vigas sdo compostas de um material elastico isotropico linear e homogéneo;

c) Asvigas sdo delgadas, as dimensdes de sua secdo transversal sdo muito menores que o
comprimento da viga ou a distancia entre os nés das vibracdes. Inércia por rotacédo e
deformacéo por cisalhamento ndo séo consideradas;

d) Apenas as deformacgdes normais ao eixo da viga malformada sdo consideradas. Se¢cdes
planas permanecem planas;

e) Nenhuma carga axial € aplicada a viga;

f) O centro de cisalhamento da secdo transversal da viga coincide com o0 seu centro de
massa, de modo que a rotagdo e translagdo da viga séo desacopladas.

Segundo Blevins (1979) com desenvolvimento de equacgdes fundamentais da dinamica
a frequéncia natural de vibracdo para vigas pode ser definida pela Equacdo 2.41.

1

A2 (EIN2

F =5z ()
2ml2 \m (2.41)




28

Onde i, representa um parametro adimensional que é funcdo das condi¢des de contorno
aplicadas a viga, L € o seu comprimento, e /m sua massa por unidade de comprimento.

Nas Tabelas 2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.10, 2.11, 2.12 e 2.13 sdo representados 0s
valores de A para diferentes condi¢Ges de contorno e para cada valor de i.

J& as equacdes para determinagdo do modos de vibragdo, y;, segundo Blevins (1979),
podem se diferenciar de acordo com as condi¢fes de contorno do elemento estrutural. A
Equacdo 2.42 representa os modos de vibragdo para as condi¢fes de vinculagdo para vigas
representadas pelas Tabelas 2.4, 2.5e 2.7:

/1ix /1ix /1ix /1ix
v = = = — o [sinh= + sin— 2.42
¥y, = cosh T + cos L (smh I + sin T ) (2.42)

Onde g; representa um pardmetro adimensional, que também sdo encontrados nas
Tabelas 2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.10, 2.11, 2.12 e 2.13. Para as condi¢6es de contorno das
Tabelas 2.6, 2.9, 2.10 e 2.11 os modos de vibracéo sdo dados pela Equagéo 2.43 a seguir:

/L-x /L-x /L-x /L-x
Vv, = _— — —0; | sinh— — sin— 2.43
¥, = cosh [~ C0s— = =0 (smh T~ sin—p ) (2.43)
Ja para as condicdes de vinculacdo das Tabelas 2.8 e 2.13 os modos de vibracdo sao
fornecidos pela Equacéo 2.44:
inx
j}; = sin— (244)
L

E, por fim, para a condicéo de contorno da Tabela 2.12 os modos de vibracéo séo dados

pela Equacdo 2.45 a seguir:

(2i — Dmx
2L

~

¥, = cos (2.45)



Tabela 2.4 — Valores de A e 0 Para a Condicdo Livre - Livre na Viga.

Representacgao A;; 1=1,2,3, ... o;; 1=1,2,3, ..
4,73004074 0,982502215
7,85320462 1,000777321
10,9956078 0,999966450
== . | 14,1371655 1,000001450
17,2787597 0,999999937
n .
(2i+1)5; para i>5 ~1,0; parai>S5

Fonte: Blevins (1979) (Modificado).

Tabela 2.5 — Valores de A e 0 Para a Condigéo Livre — Deslizante na Viga.

Representacdo A;; 1=1,2,3, ... o;; 1=1,2,3, ..
2,36502037 0,982502207
5,49780392 0,999966450
@ 8,63937983 0,999999933
- | 11,78097245 0,999999993
' | 14,92256510 0,999999993
7T -
(4i+1)Z: para i>5 ~1,0; parai>>5
Fonte: Blevins (1979) (Modificado).
Tabela 2.6 — Valores de A e 0 Para a Condig¢do Engastado — Livre na Viga.
Representacdo A;; 1=1,2,3, ... g;; 1=1,2,3, ..
1,87510407 0,734095514
4,69409113 1,018467319
j 7,85475744 0,999224497
\|_"‘ | 10,99554073 1,000033553
' i | 14,13716839 0,999998550
. n .
(21—1)52 para i>5 ~ 1,0; parai>>5

Fonte: Blevins (1979) (Modificado).



30

Tabela 2.7 — Valores de A e 0 Para a Condicdo Livre — Apoiado na Viga.

Representacgéao A;; 1=1,2,3, ... g;; 1=1,2,3, ..

3,92660231 1,000777304

7,06858275 1,000001445

10,21017612 1,000000000

|—x 13,35176878 1,000000000
16,49336143 1,000000000

. n .
(4l+1)z; para i>5 ~ 1,0; parai>5
Fonte: Blevins (1979) (Modificado).
Tabela 2.8 — Valores de A e 0 Para a Condigdo Apoiado — Apoiado na Viga.
Representacao A;; 1=1,2,3, ... g; 1=1,2,3, ..
777%_77‘, 7774/%77 1¥]3 -
r L 1
Fonte: Blevins (1979) (Modificado).
Tabela 2.9 — Valores de A ¢ 0 Para a Condigdo Engastado — Apoiado na Viga.
Representacdo A;; i=1,2,3, .. o;; iI=1,2,3, ..

3,92660231 1,000777304

7,06858275 1,000001445

§ 10,21017612 1,000000000
"__x 13,35176878 1,000000000
' 16,49336143 1,000000000

T
(4i+1)Z; para i >5

~ 1,0; parai>5

Fonte: Blevins (1979) (Modificado).
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Tabela 2.10 — Valores de A e 0 Para a Condicdo Engastado — Engastado na Viga.

Representacgao A;; 1=1,2,3, ... o;; 1=1,2,3, ..
4,73004074 0,982502215
7,85320462 1,000777321
§ E 10,9956078 0,999966450
\|__x | 14,1371655 1,000001450
' ' 17,2787597 0,999999937
. n .
(Zl+1)§; para i >5 ~1,0; parai>5
Fonte: Blevins (1979) (Modificado).
Tabela 2.11 — Valores de A ¢ 0 Para a Condicdo Engastado — Deslizante na Viga.
Representacdo A;; 1=1,2,3, .. g;; 1I=1,23, ..
2,36502037 0,982502207
5,49780392 0,999966450
§ @ 8,63937983 0,999999933
§’_.x | 11,78097245 0,999999993
! i | 14,92256510 0,999999993
. 7T -
(41+1)Z; para i>5 ~1,0; parai>5
Fonte: Blevins (1979) (Modificado).
Tabela 2.12 — Valores de A ¢ g Para a Condicdo Deslizante — Apoiado na Viga.
Representacdo A;; 1=1,2,3, ... g;; 1=1,2,3, ..
T
@ , 2i—-1) 5 _
= |

Fonte: Blevins (1979) (Modificado).



Tabela 2.13 — Valores de A e 0 Para a Condicdo Deslizante — Deslizante na Viga.

32

Representacgao A;; 1=1,2,3, ... o;; 1=1,2,3, ..

X

@ i _

b
-

L =1

Fonte: Blevins (1979) (Modificado).
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3 MATERIAL E METODOS

Para encontrar as frequéncias naturais e 0os modos de vibracdo em vigas, sujeitas a
vibracbes livres ndo amortecidas, serdo efetuados calculos por métodos numéricos (MDF e
MEF) e analitico. Para o método analitico os resultados serdo identificados através de
formulacdes ja encontradas na literatura, no presente trabalho a bibliografia utilizada para essa
consulta foi o livro “Formulas for Natural Frequency and Mode Shape” de Robert D. Blevins.

Serdo utilizadas no estudo vigas de secdo constante, com duas condi¢Bes de contorno
diferentes, sendo elas: Engastado — Livre e Engastado — Engastado. As vigas adotadas seréo
metélicas (E = 200 GPa) de perfil laminado W 250 X 80, padréo americano, com um véo de 10
metros. Na Tabela 3.1 estdo indicadas algumas especificacdes, que serdo aplicadas nos calculos,

para este 0 material.

Tabela 3.1 — Perfil W 250 X 80.

Massa Area Inércias
in A I, I,
(kg/m) (cm?) (ecm*) (cm*)
80 101,9 12550 4313

Fonte: Catélogo da Gerdau — Agominas (Modificado).

A comparacdo dos resultados se dara por anélise estatistica entre 0 método analitico e
as taxas de erro gerados nos célculos, pelos métodos numéricos, para diferentes quantidades de
nos adotadas na discretizacdo das vigas. Pretende-se realizar duas discretizacfes, uma de 5 e

outra de 10 segmentos, para cada condicdo de contorno empregada.
3.1 APLICA(;AO DO MDF PARA VIGAS

A primeira aplicagéo se dara para a viga engastada — livre, em uma discretizacao de 5

segmentos, ilustrada na Figura 3.1.
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Figura 3.1 — Viga Engastada — Livre (Primeira Aplicacdo do MDF).

-1 0 1 2 3 4 5 6 7
+ L 3 [ ] L 3 L 3 » L 3 +
l Ax T Ax ‘ Ax ‘ Ax ‘ Ax l
‘L 10 Metros -J‘

Fonte: Autoria Propria, 2020.

Para determinacdo das frequéncias naturais e modos de vibracdo, primeiro determina-
se as condic¢des de contorno nas quais a viga esta submetida, utilizando a Tabela 2.3 e para uma

viga engastada em uma extremidade e livre em outra tem-se as seguintes Equac6es 3.01 a 3.04:

Yo=0 (3.01)
Y-1=WM (3.02)

Y6 = 2Y5 — Y4 (3.03)

V7 =y3— 4y, + 45 (3.04)

Substituindo os valores de i na Equacédo 2.32 e incrementando as rela¢fes consideradas
de acordo com as condicdes de contorno tem-se as seguintes Equac6es 3.05 a 3.09 para cada

n6 empregado:

Parai = 1:
7y1 — 4y, +y3 —Ay; =0 (3.05)

Parai = 2:
—4y, + 6y, —4y; +y,— Ay, =0 (3.06)

Parai = 3:

y1— 4y, +6y3 —4y, +ys —Ay; =0 (3.07)
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Parai = 4:
Y2 = 4y3+ 5y, —2ys = Ay, = 0 (3.08)

Parai = 5:
2y3 — 4y, + 2ys — Ays =0 (3.09)

Com estas equacdes obtém-se o sistema de autovalores e autovetores da Equacédo 2.29

para o problema em questdo na Equacéo 3.10:
[A— (Ax)*AI{y} =0 (3.10)
Para a ndo ocorréncia de uma solucdo trivial da relagdo anterior tem-se que a

determinante de (4 — (Ax)*AI) deve ser igual a zero, sendo I uma matriz identidade de ordem

cinco e a matriz A, dada a seguir, é determinada através do sistema das Equacdes 3.05 a 3.09:

Com aresolucdo da determinante obtém-se o polinémio caracteristico do problema dado

na Equacdo 3.11.
—104857615 + 1703936A* — 83148813 + 12544042 — 36004 + 4 =0 (3.11)

As raizes desse polindmio, autovalores da equacéo 3.10, calculadas através do Programa

Computacional Maple 18 sdo:

A1 =0,001157433250

A, = 0,03560831950

Az = 0,2055192325
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A, = 0,5251804225

As = 0,8575345922

Ja as frequéncias naturais podem ser determinadas através da Equacdo 3.12 obtida da

relacdo entre as Equacdes 2.30 e 2.33:

w, = \/E (%) (3.12)

Os valores das frequéncias naturais (em Hz) sdo:

w2 = 3,032913163

W, = 16,82239157

wsge = 40,41459523

w42 = 64,60501963

wsa = 82,55394328

Ja a segunda aplicacdo se dara para uma viga engastada — livre, em uma discretizacdo

de 10 segmentos, ilustrada na Figura 3.2.

Figura 3.2 — Viga Engastada — Livre (Segunda Aplicacdo do MDF).

tdx#Ax#zlx’l*dx#Ax*\*dx#ﬁx*l*dx#dx*\*dx#

10 Metros -J‘

Fonte: Autoria Prépria, 2020.
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As condi¢bes de contorno nas quais a viga esta submetida, utilizando a Tabela 2.3, para

uma viga engastada em uma extremidade e livre na outra resulta nas seguintes Equacfes 3.13

a 3.16:
Yo=0
Y-1=N
Y11 = 2Y10 — Yo

Y1z =Yg — 4Yo + 4510

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Substituindo os valores de i na Equacédo 2.32 e incrementando as relagdes consideradas

de acordo com as condicdes de contorno tem-se as Equacbes 3.17 a 3.26 para cada no

empregado.
Parai = 1:
7y1 =4y, +y3 —Ay1 =0
Parai = 2:
—4y; + 6y, —4y3 +ys — Ay, =0

Parai = 3:

Y1~ 4y, +6y3 —4y, +ys —Ay3 =0
Parai = 4:

Vo —4ys + 6y, —4ys + ¥ — Ay, =0
Parai = 5:

V3 — 4y, + 6ys —4ys+y;, —Ays =0
Parai = 6:

Vs —4ys + 6y, —4y; +yg —Ays =0

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Parai = 7:
Ys =4y + 6y7 —4yg +yo —Ay; = 0 (3.23)

Parai = 8:
Yo — 4y, + 6y —4yg + y10 —Ayg =0 (3.24)

Parai = 9:
Y7 —4yg + 5V9 — 2y190 — Aye = 0 (3.25)

Para i = 10:

2yg —4y9 + 2y10 — Ay10 =0 (3.26)

Fazendo-se o determinante de (4 — (Ax)*AI) igual a zero, sendo I uma matriz

identidade de ordem dez e a matriz A determinada a seguir, o polinbmio caracteristico pode ser

dado na Equacéo 3.27.

7 -4 1 0 0 0 0 0 0 01

-4 6 -4 1 0 0 0 0 0 0

1 -4 6 -4 1 0 0 0 0 0

0 1 -4 6 -4 1 0 0 0 0

A= 0 0 1 -4 6 -4 1 0 0 0

0 0 0 1 -4 6 -4 1 0 0

0 0 0 0 1 -4 6 -4 1 0

0 0 0 0 0 1 -4 6 -4 1

0 0 0 0 0 0 1 -4 5 =2
L0 0 0 0 0 0 0 2 -4 2

A0 —562°% + 125818 — 1452047 + 917151° — 3129284° + 5350744*

(3.27)
— 39191243 + 9058542 — 34001 + 4 = 0

As raizes desse polindmio, autovalores da equacao 3.10, calculadas através do Programa
Computacional Maple 18 so:

A1 =0,001215635560

A, = 0,04466264388
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Az = 0,3203859300

Ay = 1,092468113

As = 2,578657089

Ae = 4,829061063

Ay = 7,668442992

Ag = 10,70884154

Ao = 13,43291462

Ao = 15,32335038

Por fim, os valores das frequéncias naturais (em Hz) calculados através da Equacdo 3.12

w2 = 3,108233928

w,a = 18,84014378

w3a = 50,46017082

w42 = 93,17864351

wsa = 143,1557496

wea = 195,9040198

w72 = 246,8684528
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wga = 291,7314462
wga = 326,7361039

w102 = 348,9706199

A terceira aplicacdo se dara para uma viga engastada — engastada. Para encontrar as 5
primeiras frequéncias naturais nessa condi¢do de contorno é necessario discretizar a viga em 6

segmentos, ilustrada na Figura 3.3.

Figura 3.3 — Viga Engastada — Engastada (Terceira Aplicacdo do MDF).

-0 ) 2 3 4 5 6 7

+_ —
bt — i —f— e —— e —f— e —f— s —

! 10 Metros |

Fonte: Autoria Prépria, 2020.

As condigdes de contorno sdo definidas utilizando a Tabela 2.3 e apresentadas nas
Equacdes 3.28 a 3.31.

Yo =0 (3.28)
Y-1=M (3.29)
Ve =0 (3.30)
Y7=1Ys (3.31)

Substituindo os valores de i na Equacéo 2.32 e incrementando as relagdes consideradas
nas Equacdes 3.28 a 3.31 tem-se as seguintes Equacdes 3.32 a 3.36 para cada n6 empregado:
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Parai = 1:
7y1 =4y, +y3 —Ay1 =0 (3.32)

Parai = 2:
-4y, + 6y, —4y; +y,— Ay, =0 (3.33)

Parai = 3:
Y1 =4y, +6y3 =4y, +ys —Ay; =0 (3.34)

Parai = 4.
Y2 = 4y3 + 6y, — 4ys — Ay, = 0 (3.35)

Parai = 5:
Y3 —4ys +7ys — Ays = 0 (3.36)

Fazendo-se o determinante de (4 — (Ax)*AI) igual a zero, sendo I uma matriz

identidade de ordem cinco e a matriz A determinada a seguir, tem-se o polinémio caracteristico

na Equacdo 3.37.
7 -4 1 0 O
-4 6 -4 1 0
A=1 -4 6 -4 1
0 1 -4 6 —4
o o0 1 -4 7
—273512° + 1134312* — 15711343 + 833534% — 143901 + 456 = 0 (3.37)

As raizes desse polindmio, autovalores da equagéo 3.10, calculadas através do Programa

Computacional Maple 18 sao:

Ay = 0,0404727377

A, = 0,2432455109
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As = 0,6954543545

Ay = 1,311954489

As = 1,856072908
Os valores das frequéncias naturais (em Hz), calculados atraves da Equacao 3.12 sdo:

w1a = 17,93466587

woa = 43,96776762

w3a = 74,34406675

w4 = 102,1107306

wsa = 121,4533546

A quarta aplicacdo serd para uma viga engastada — engastada, discretizada em 11
segmentos para encontrar as dez primeiras frequéncias naturais. As condi¢Bes de contorno nas

quais a viga esta submetida, utilizando a Tabela 2.3, sdo dadas nas Equacfes 3.38 a 3.41.

Yo =0 (3.38)
Yy-1=M (3.39)
Y11 =0 (3.40)

Y12 = Y10 (3.41)
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Figura 3.4 — Viga Engastada — Engastada (Quarta Aplicacdo do MDF).

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11 12

bo—— ——t

N

R B S B O SR EE N B

10 Metros !

Fonte: Autoria Propria, 2020.

Substituindo os valores de i na Equacdo 2.32 e substituindo as relagbes encontradas

através das condicGes de contorno, as Equacdes 3.42 a 3.51 sdo obtidas.

Parai = 1:
7y1 =4y, +y3—Ay; =0 (3.42)

Parai = 2:
—4y; + 6y, —4y3 +y, — Ay, =0 (3.43)

Parai = 3:
Y1—4y2 +6ys —4ys +ys —Ay; =0 (3.44)

Parai = 4:
Y2 —4Y3 + 6y, —4ys +ys —Ays =0 (3.45)

Parai = 5:
Y3 = 4Ys + 6y5 —4ys +y; —Ays =0 (3.46)

Parai = 6:
V4 —4ys + 6ys — 4y, +yg — Ay =0 (3.47)

Parai = 7:
Vs —4Ys +6y; —4yg +yo — Ay; = 0 (3.48)

Parai = 8:
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Yo — 4y, + 6y —4yg + y10 —Ayg =0 (3.49)
Parai = 9:
VY7 —4yg + 6y — 4y — Aye = 0 (3.50)
Parai = 10:
Vs — 4Yo + 7y10 —Ay10 =0 (3.51)

Fazendo-se o determinante de (4 — (Ax)*AI) igual a zero, sendo I uma matriz

identidade de ordem dez e a matriz A mostrada a seguir:

7 -4 1 0 0 0 0 0 0 0 7
-4 6 -4 1 0 0 0 0 0 0
1 -4 6 -4 1 0 0 0 0 0
0 1 -4 6 -4 1 0 0 0 0
A= 0 0 1 -4 6 -4 1 0 0 0
0 0 0 1 -4 6 -4 1 0 0
0 0 0 0 1 -4 6 -4 1 0
0 0 0 0 0 1 -4 6 -4 1
0 0 0 0 0 0 1 -4 6 -4
-0 0 0 0 0 0 0 1 -4 7

Com a resolucédo da determinante obtém-se o polinémio caracteristico dado na Equacao
3.52.

0,0220949A1° — 2,005654° + 74,69118 — 1473,617 + 166124°
— 10779515 + 3868791* — 70068643 + 54068912 (3.52)
— 1297524 + 4961 =0

As raizes desse polindmio, autovalores da equagéo 3.10, calculadas através do Programa

Computacional Maple 18 sao:

A1 = 0,04683411694

Ay = 0,3293644443

Az = 1,146302504
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Ay = 2,770425998

As = 5,338634660

Ae = 8,771416371

A, = 12,75336076

Ag = 16,77774483

Ao = 20,24556796

Ao = 22,59454835
Os valores das frequéncias naturais (em Hz), calculados através da Equacgdo 3.12 sdo:

w12 = 19,29270692

w2 = 51,16233487

wss = 95,44685422

w42 = 148,3833855

wsa = 205,9809704

wea = 264,0261010

w72 = 318,3642703

wga = 365,1562943
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wqa = 401,1224610
W1pa = 4‘23,754‘0198

3.2 APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

A primeira aplicacdo do Método dos Elementos Finitos sera para a viga engastada livre
discretizada em 5 elementos dado na Figura 3.5. Primeiro determina-se a Matriz de Rigidez
Global e de Massa através das matrizes locais referentes a cada elemento.

Figura 3.5 — Viga Engastada — Livre (Primeira Aplicacdo do MEF).

U, 7 Us U Uy U
A A A A \

U u-{r uér uﬁr ul()r uJZA/)

Y Y Y N

l 10 Metros l

Fonte: Autoria Propria, 2020.

De acordo com a figura tem-se as seguintes Equacdes 3.53 a 3.64 que relacionam os

graus de liberdade de cada elemento com os definidos para a viga globalmente.

— (3.53)

1y = ugt (3.54)
uz = ug! = u? (3.55)
u, = ufl = ug? (3.56)
us = ug? = ufs (3.57)

ug = u? = us (3.58)



e3

ug = uf® = uj

<
NeJ
Il
<
w
Il
<
[N

— .,€65
Ui = U3

— ,€5
U1z = Uy
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(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

Através da matrizes para cada elemento definidas nas Equacdes 2.38 e 2.40, é possivel

obter a matriz de rigidez global e de massa global da viga com o uso da relagdes dadas

anteriormente nas Equacdes 3.53 a 3.64.

As matrizes de rigidez e massa podem entdo ser montadas com o auxilio da modelagem

apresentada na Figura 2.8 e sdo apresentadas, respectivamente, nas Figuras 3.6 e 3.7 sem 0s

seus fatores multiplicativos e com as condi¢Bes de contorno ja incorporadas, ou seja com as

duas primeiras linhas e colunas eliminadas.

Figura 3.6 — Concepgéo

6+6 -3L+3L -6 3L 0
-3L+3L 212+212 -3L L? 0
-6 -3L 6+6 -3L+3L -6
3L L? -3L+3L 2L2+212 -3L
0 0 -6 -3L 6+6
0 0 3L L? -3L+3L
0 0 0 0 -6
0 0 0 0 3L
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

da Matriz de Rigidez.

0 0 0 0

0 0 0 0

3L 0 0 0

L? 0 0 0
-3L+3L -6 3L 0
212+212 -3L L2 0
-3L 6+6 -3L+3L -6
L? -3L+3L 2L2+2L2 -3L

0 -6 -3L 6
0 3L L2 -3L

Fonte: Autoria Propria, 2020.

3L

LZ

212




Figura 3.7 — Concepcéo da Matriz de Massa.

156+156  -22L+22L 54 -13L 0 0 0 0
S22L+22L  4L%+412 13L -3L2 0 0 0 0
54 13L 156+156  -22L+22L 54 -13L 0 0
-13L -3L2 S22L+22L  4L%+412 13L -3L2 0 0
0 0 54 13L 156+156  -22L+22L 54 -13L
0 0 -13L -3L2 S22L422L  4L2+4L2 13L -3L?
0 0 0 0 54 13L 156+156  -22L+22L
0 0 0 0 -13L -3L2 -22L422L  4L2+4L2
0 0 0 0 0 0 54 13L
0 0 0 0 0 0 -13L -3L2

Fonte: Autoria Propria, 2020.

54

13L

156

-22L

48

-13L
-3L2
-22L

412

Resolvendo as operacOes as matrizes de rigidez e massa sdo dadas nas EquacGes 3.65 e

3.66 respectivamente:

12 0-6 6 0 0 0 0 0 O]
016 -6 4 0 0 0 0 0 0
6612 0-6 6 0 0 0 0
6 4 016 -6 4 0 0 0 0
K=% 0 0-6-612 0-6 6 0 0
0 0 6 4 016 -6 4 0 0
0 0 0 0-6-612 0 -6 6
000 0 6 016 -6 4
0 0 0 00 0-6-6 6-6
0 0000 0 6 4-6 8
312 0 54-26 0 0 0 0 0 0
0 32 26-12 0 0 0 0 0 0
54 26312 0 54-26 0 0 0 0
26 -12 0 32 26-12 0 0 0 0
M ::ggg 54 26312 0 54 -26 0 0
26 -12 0 32 26 -12 0 0

0 54 26 312 0 54 -26
0 -26 -12 0 32 26 -12
0 0 0 54 26 156 -44
0 0 0 -26 -12 -44 16

S ©O ©O O o O
S © O © O o
oS O O© O

(3.65)

(3.66)
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Com as matrizes ja determinadas e por meio da Equacdo 2.22 é possivel encontrar 0s
autovalores do problema. Dividindo os termos por (2EI1/L?) e substituindo (pAL*wZ/EI) por
A tem-se a Equacéo 3.67.

det[K — AM] = 0 (3.67)

O polindmio caracteristico encontrado por meio da Equagdo 3.67 e com auxilio do

Programa Computacional Maple 18 é dado na Equagéo 3.68 a seguir:

852540174905323520A1° — 68148036690624307204°
+1734535722325593600018 — 1787580791381274624017
+78574937455313510404° — 14366315542038773761° (3.68)
+994916606228582401* — 229971973312512023
+135116174131201% — 108839116801 + 248832 = 0

Os primeiros cinco A encontrados equivalem os autovalores usados para determinar as

cinco primeiras frequéncias naturais.

A1 = 0,00002354799548
A, = 0,0009257225694
A3 = 0,007302748303

Ay = 0,02849925271

As = 0,07850899041

As frequéncias naturais, em Hertz, podem ser determinadas com a Equacéo 3.69 dada a

’84011-51 1
_ 3.69
@n DAL* (Zn) (3.69)

w12 = 3,134502513

sequir.
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w,e = 19,65314582
Wss = 55,19945845
w4e = 109,0456603

wsa = 180,9886526

Para a segunda aplicacdo a mesma viga empregada anteriormente sera discretizada em
dez segmentos, conforme a Figura 3.8. Tem-se, portanto, as Equacbes 3.70 a 3.91 que
determinam as matrizes de rigidez e massa para o sistema, aplicando as condi¢des de contorno,

as matrizes K e M sdo conhecidas nas Equacdes 3.92 e 3.93.

Figura 3.8 — Viga Engastada — Livre (Segunda Aplicacdo do MEF).

U, {43 3‘«15 U7 ‘uo U U3 Us lun U9 lu."l

A A
Uu: u-J" ué’/ US/ ul()'f ut."’ MM’/ ulé/ ul&x u_’ﬂ{ MZE,/J

T T N Hp S IR O

10 Metros l

Fonte: Autoria Propria, 2020.

uy = uf! (3.70)
u, = ust (3.71)
uz = ug! = u? (3.72)
u, = ufl = us? (3.73)

ug = u? = e (3.74)



ug = ug? = ug’
u; = ug® = uf*
ug = ug’® = ug*
ug = ugt = uf®
Uy = ugt = us’®
wy = ug® = uf®
Uy = ug® = ug®
U3 = us® = uf’
Uy = uf® = uf’
ws = ug’ = uf’
U = ug’ = us°
wy = us® = up’

— ,e8 —_ ., e9
Uig = Uy = Up

— €9 _ ,,el0
U9 = Uz” = Ug

— ,,€9 _ ,,el0
Uzp = Uy” = Uy

— ,,€10
U1 = U3
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(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)
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(3.91)

uZlO

U3z

(3.92)
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0
-3

12

0o 0 00O O O OOTOTOTO0OTO OO O0OTDO0
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0 4 1

-6
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1
0

-312 0

1 0 4
-6
3

3

-3 12
1

0 0 0 O

0 0 0 0 3

0 0
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1
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0 4 -3

-6
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0 4
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1
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Ao resolver a Equagéo 3.67 substituindo as matrizes pelas apresentadas anteriormente,

0 polinémio desse problema é dado na Equacao 3.94.



11288895742346620637258988041521 1™ — 160298262542659240593518475693660

9

+ 9396532703451073482382993813 124701

— 2997917501360757592524415512249420 .

+ 5774739362819459315212055847270165 \°

— 7048453511360950648330373860327344 "

+ 5576583277039152064450692944279880 "

— 2883090764528688070920929484953520 "

+ 972134050286308417821435250343250.

— 211657306445197849290580450855560."

+ 29244145728024497626994187956484 1"

— 2502406336012321621726540172520° + 128540089401124090585474855170 A"
— 3801898680726322535528000880 + 61119203048744535099888840 1

— 492052840473576834983664 . + 1759854931440427293885 A"

— 2323476251184976380° + 825907328907030 A% — 41333119020 + 59049 = 0

Os primeiros dez autovalores encontrados sao:

A1 =0,000001471712442

A, = 0,00005780368557

A3 = 0,0004533910550

A4 = 0,001743469735

A5 = 0,004779221861

A¢ = 0,01072622139

A, =0,02111505124

Ag = 0,03789858781

A9 = 0,06335949788

53
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A10 = 0,09791625350
Através da Equacéo 3.69 obtém-se as frequéncias naturais (em Hertz) dadas a seguir:

Wy = 3,134462818

Wye = 19,64397654

wss = 55,01588653

wa = 107,8844491

wsa = 178,6200629

Wea = 267,5931674

w72 = 375,4461987

wga = 502,9944063

wes = 650,3655151

w192 = 808,4981598

Para a terceira aplicacdo, a viga empregada, cuja condi¢do de contorno é engastada —
engastada, seré discretizada em cinco segmentos apresentada na Figura 3.9. As Equagdes 3.53
a 3.64 definem as matrizes K e M, eliminando os graus de liberdade nulos devido a condicéo
de contorno empregada (1, 2, 11 e 12) sdo encontradas as matrizes de rigidez e massa mostradas

nas Equacdes 3.95 e 3.96 respectivamente.



55

Figura 3.9 — Viga Engastada — Engastada (Terceira Aplicacdo do MEF).
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Fonte: Autoria Propria, 2020.
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420
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Resolvendo a Equagdo 3.67 substituindo as matrizes pelas apresentadas anteriormente,

0 polinémio para o problema é dado na Equacéo 3.97.

314800468729062418 — 1284464461008691217
+165244542814525441% — 82263204275097604°
+16142808651955204* — 11583290262528043
+27205434316804% — 160704000004 + 12960000 = 0

(3.97)

Os primeiros cinco autovalores encontrados séo:

A1 = 0,0009545011264
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A, = 0,007302776241
A3 = 0,02861903470
A, = 0,07944012724

As = 0,2239473778
Com o uso da Equacéo 3.69 obtém-se as cinco primeiras frequéncias naturais:

w412 = 19,95629306
w,2 = 55,19956400
w32 = 109,2745788
w4 = 182,0587749

wsa = 305,6783225

Na quarta aplicacdo ilustrada na Figura 3.10, a viga, com a mesma condic¢do de contorno
da anterior sera discretizada em dez segmentos. Eliminando os graus de liberdade 1, 2, 21 e 22,

as matrizes de rigidez e massa sao determinadas nas Equacdes 3.98 e 3.99 respectivamente.

Figura 3.10 — Viga Engastada — Engastada (Quarta Aplicacdo do MEF).
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U, Uiy, Upr~ Usprm W10 pm U 12 g~ Wirs o~ U 16 g1 U 18y~ U 20 57 Mzzrj
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T I T |

g e e
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Fonte: Autoria Prépria, 2020.
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O polindmio caracteristico (obtido utilizando o Maple 18) é mostrado na Equacédo 3.100

a sequir:



166741854044123346792035284416 L"° — 1715062880461443223296671899968 1"

+ 7312471864638087830213564944176 "

— 169290707596705767921636486182401."

+ 234907613452447676337278078611201" "

— 204214074511477158252202653066241"

+ 11336034322154218108173354268992. "

— 4035458155976241252666460625664 A
+915642560158427754520858391040,

— 130486017319601395557377900160

+ 114208253345667971684798902081° — 596149152466268083008294144 ),
+ 178281590484862159717121281.° — 288675111946073846353920 1
+ 2334182031889550418240." — 8367985905237653760 1
+11059681254212160 1> — 3932663400000 -+ 196830000 = 0

Os primeiros dez autovalores encontrados sao:

A1 = 0,00005959506926

A, = 0,0004530381660

A3 = 0,001743630812

A4 = 0,004780354595

As = 0,01073312982

Ae = 0,02114595719

A, =0,03800890812

Ag = 0,06368295746

A9 = 0,09854784869
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Ao = 0,1754460169
Através da Equacdo 3.69 obtém-se as frequéncias naturais a seguir:

wy: = 19,94604552

Woys = 54,99447204

w3a = 107,8894326

wa = 178,6412291

wsa = 267,6793278

wea = 375,7208670

w72 = 503,7259664

wga = 652,0235076

wga = 811,1015212

w192 = 1082,239543

3.3 APLICACAO DO METODO ANALITICO

No método analitico os valores de A; para a condi¢cdo engastada — livre podem ser
determinados com o auxilio da Tabela 2.6, ja as frequéncias naturais (em Hertz) podem ser

obtidas através da Equacéo 2.41. Os resultados gerados séo:

w1a = 3,134460142

w,a = 19,66928001
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w32 = 55,00188267

w42 = 107,7817379

we: = 178,1709357

wea = 266,1565285

w7 = 371,7392835

wgs = 494,9191643

wga = 635,6961714

w102 = 794,0703033

Os modos de vibracdo pelo modo analitico nessa condi¢do de contorno sdo encontrados
por meio da Equacdo 2.43, onde a constante o; é determinada na Tabela 2.6. Substituindo os
valores de A; e g; na Equagdo 2.43 para cada modo “i” de vibragdo considerado (1 <i < 10),
obtém-se funcBes trigonométicas, em funcdo do comprimento x da viga, que gorvernao as
vibracOes verticais desencadeadas por cada frequéncia natural que a mesma apresenta.

Os resulados para os 10 modos de vibracdo da viga serdo apesentados no Capitulo 4 por
meio de gréaficos gerados através de cada funcéo.

Para a condicéo de contorno engastado — engastado os valores de 4; séo obtidos Tabela

2.10 e as frequéncias naturais, dadas a seguir, podem sao calculadas através da Equacgdo 2.41.

w1a = 19,94535458

w,a = 54,98013799

w32 = 107,7830528
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w4 = 178,1708628

wsa = 266,1565316

wea = 371,7392835

Wy = 494,9191643

wgs = 635,6961714

We: = 794,0703033

w102 = 970,0415631

Os modos de vibracéo na condigdo engastada — engastada séo encontrados por meio da
Equacéo 2.43, onde a constante g; é determinada na Tabela 2.10. Substituindo os valores de A;
e o; na Equagdo 2.43 para cada modo “i” de vibragdo considerado (1 <i < 10), obtém-se as
funcgBes que caracterizam o modo de vibrar em cada frequéncia. Seus resultados também serdo

demonstrados no Capitulo 4.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

As comparacdes em relacao a acuracia entre os métodos numéricos e o método analitico

podem ser observadas nas Tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 e na Figura 4.1 a seguir:

Tabela 4.1 - Engastada - Livre (5 Primeiras Frequéncias).

Frequéncias Analitico MDF MEF Erro MDF Erro MEF

(Hz) (Hz) (Hz) (%) (%)
W1 3,13 3,40 3,13 8,54 0,00
W2 19,67 18,87 19,65 4,06 0,08
o3? 55,00 45,33 55,20 17,58 0,36
04 107,78 72,47 109,05 32,76 1,17
s 178,17 92,60 180,99 48,03 1,58

Fonte: Autoria Prdpria, 2020.
Tabela 4.2 - Engastada - Livre (10 Primeiras Frequéncias).
Frequéncias Analitico MDF MEF Erro MDF Erro MEF

(Hz) (Hz) (Hz) (%) (%)
w1 3,13 3,11 3,13 0,84 0,00
W2 19,67 18,84 19,64 4,22 0,13
o3? 55,00 50,46 55,02 8,26 0,03
04 107,78 93,18 107,88 13,55 0,10
s 178,17 143,16 178,62 19,65 0,25
Ol 266,16 19590 267,59 26,40 0,54
07 371,74 246,87 375,45 33,59 1,00
g 494,92 291,73 502,99 41,05 1,63
o0g? 635,70 326,74 650,37 48,60 2,31
®10% 794,07 348,97 808,50 56,05 1,82

Fonte: Autoria Prdpria, 2020.
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Tabela 4.3 - Engastada - Engastada (5 Primeiras Frequéncias).

Frequéncias

Analitico MDF MEF Erro MDF Erro MEF

(Hz) (Hz) (Hz) (%) (%)
o1 19,95 17,93 19,96 10,08 0,05
ars 54,98 4397 5520 20,03 0,40
o3 107,78 74,34 109,27 31,02 1,38
o4? 178,17 102,11 182,06 42,69 2,18
o5? 266,16 121,45 305,68 54,37 14,85

Fonte: Autoria Propria, 2020.

Tabela 4.4 - Engastada - Engastada (10 Primeiras Frequéncias).

Frequéncias

Analitico MDF MEF Erro MDF Erro MEF

(Hz) (Hz) (Hz) (%) (%)
W1 19,95 19,29 19,95 3,27 0,00
W2 54,98 51,16 54,99 6,94 0,03
03 107,78 95,45 107,89 11,45 0,10
04 178,17 148,38 178,64 16,72 0,26
s 266,16 205,98 267,68 22,61 0,57
al 371,74 264,03 375,72 28,98 1,07
o7 494,92 318,36 503,73 35,67 1,78
og? 635,70 365,16 652,02 42,56 2,57
og? 794,07 401,12 811,10 49,49 2,14
®10% 970,04 423,75 1.082,24 56,32 11,57

Fonte: Autoria Prdpria, 2020.



Figura 4.1 — Taxas de Erro Geradas Pelos Métodos Numéricos.
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Fonte: Autoria Prépria, 2020.
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Observa-se que em todas as aplicacbes consideradas as taxas de erro geradas pelo
Método das Diferencas Finitas foram consideravelmente superiores as taxas de erro resultantes
do Método dos Elementos Finitos.

Pode-se se verificar também que as primeiras frequéncias encontradas pelos métodos
numericos se aproximam com uma maior exatiddo dos resultados analiticos em comparagdo
com as ultimas frequéncias.

Considerando os dois tipos de discretizacbes empregadas, verifica-se que as maiores
discretizacOes resultaram em taxas de erro menores para a mesma frequéncia natural. Por
exemplo, as taxas de erro do MDF e MEF para a quarta frequéncia natural no primeiro caso
foram de 32,76% e 1,17% respectivamente, enquanto que para a segunda discretizacdo o MDF
apresentou um erro de 13,55% e com o MEF o erro obtido foi de 0,10%. Ou seja, as maiores
discretizacBes resultam em valores mais aproximados, porém sdo mais complexos de se obter.

Isso deve-se ao fato de que quanto maior for a discretizagdo maior sera o nimero de
informac@es obtidas através de cada ponto considerado do sistema, aproximando-se assim do
método analitico onde os resultados sdo encontrados para todos os pontos da viga, ou seja, 0
comprimento dos intervalos tende a zero.

Os modos de vibracOes para cada condicdo de contorno encontradas de forma analitica
sdo demonstrados nas Figuras 4.2 e 4.3. Observa-se que 0 numero de ondas aumenta conforme
aumenta a frequéncia natural que a viga apresenta e que os comprimentos de onda para uma
viga engastada — engastada sdo menores em relagdo aos comprimentos resultantes em uma viga
engastada — livre.

Verifica-se também que as amplitudes de vibracdo na viga engastada — engastada
apresentaram-se ligeiramente menores que na condi¢do engastada — livre e que em ambos 0s
casos a primeira onda gerada pela frequéncia apresenta maior amplitude de vibracdo que as

demais.



Figura 4.2 — Modos de Vibracdo Para Viga Engastada — Livre e Engatada — Engastada.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho foram calculadas as frequéncias naturais de vigas, em duas diferentes
condicdes de contorno, por dois métodos numericos (Método das Diferencas Finitas e Método
dos Elementos Finitos) e pelo método analitico. Os resultados foram avaliados para duas
discretizacGes e comparados com os valores gerados pela metodologia analitica.

Verificou-se que, em todos 0s casos, as frequéncias naturais calculadas pelo Método dos
Elementos Finitos apresentaram valores significamente mais préximos dos reais do que 0s
encontrados pelo Método das Diferencgas Finitas. Sendo inclusive, que alguns dos resultados
gerados pelo MDF n&o se aplicam devida a alta taxa de erro encontrada. Ou seja, 0 Método dos
Elementos Finitos apresenta resultados de frequéncias naturais mais assertivos e pode ser
aplicado com uma consideracdo de nds inferior ao que é necessario pelo MDF.

Pelos resultados encontrados entre as duas formas de discretizagfes abordadas pode-se
deduzir que quanto maior for o nimero de nds empregados na viga durante o procedimento de
calculo maior sera a acuracia dos resultados. Para o MDF, por exemplo, seria necessario,
certamente, uma consideracdo de pontos mais elevada em relacdo aos que foram empregados
no presente trabalho, afim de que os resultados apresentassem taxas de erro mais toleraveis.

Observa-se também que as Ultimas frequéncias obtidas através dos métodos numéricos
apresentaram maior discrepancia com os valores reais obtidos pelo método analitico.

Conclui-se também que ambos os métodos geram os resultados para as frequéncias
naturais, contudo ha divergéncias na quantidade de nés que precisam ser empregados entre 0s
dois métodos, para haja o retorno de resultados mais confiaveis.

Em relacdo aos modos de vibracdo, a viga com a condic¢do de vinculacdo mais elevada
apresentou ondas com amplitudes menores. Verifica-se também que quanto mais elevada a
frequéncia maior sera o nimero de ondas geradas pela vibracdo e que a primeira onda

geralmente apresenta amplitudes maiores que as demais.
1 CONTINUACAO DA PESQUISA E TRABALHO FUTUROS

Na perspectiva de continuagéo deste trabalho seria interessante uma maior exploragéo
dos temas referentes a Dindmica das Estruturas bem como apresentacdes de resultados para
vigas com outras condic¢des de contorno, outras discretizacbes e com cargas aplicadas.

Dentro desse contexto sugere-se as seguintes pesquisas:

e Caélculo de Frequéncias em Vigas Submetidas a Carregamentos;
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Célculo de Frequéncias Naturais pelo Método das Diferencas Finitas
Considerando-se Discretizacdes de 10, 20 e 30 NOs;
Apresentacdo dos Modos de Vibracdo em Vigas pelos Métodos Numeéricos;

Célculo de Frequéncias e Modos de Vibracao pelo Programa SAP 2000.
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